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signe
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Introduction

Dans ce travail de thése, nous traitons de la simulation d’écoulements turbulents, incompres-
sibles ou & faible nombre de Mach pour des applications touchant & la siireté nucléaire. En particu-
lier, nous nous concentrons sur le développement et ’analyse mathématique de schémas numériques
performants par la méthode dite de Simulation des Grandes Echelles. Ces schémas sont basés sur
des méthodes & pas fractionnaires de type correction de pression et des éléments finis non conformes
de bas degré.

Cette these s’est déroulée au sein du Laboratoire de I'Incendie et des Explosions (LIE) de 'IRSN
(acronyme pour Institut de Radioprotection et de Streté Nucléaire) au service PSN-RES /SA2I (Ser-
vice des Agressions Internes et des risques Industriels). Le champ de compétences de 'IRSN couvre
I’ensemble des risques liés aux rayonnements ionisants, utilisés dans 'industrie ou la médecine, ou
encore les rayonnements naturels. Plus précisément, I'IRSN exerce ses missions d’expertise et de
recherche dans les domaines suivants :

— la stireté des installations nucléaires, y compris celles intéressant la défense,

— la sireté des transports de matiéres radioactives et fissiles,

— la protection de 'homme et de I’environnement contre les rayonnements ionisants,

— la protection et le contréle des matiéres nucléaires et des produits susceptibles de concourir
a la fabrication d’armes,
la protection des installations et des transports contre les actions de malveillance (vol ou
détournement de matiéres nucléaires, ou encore sabotage).

Quant au laboratoire, le LIE a pour mission, d’une part, d’améliorer la connaissance sur les
incendies et les phénomeénes qui s’y rattachent, en particulier les incendies confinés dans des ins-
tallations nucléaires ou usines; et d’autre part, de développer des codes de calcul en support a
I'expertise.

Dans la suite, nous expliquons en détail la problématique dans laquelle s’inscrit ce travail de
these.

1 Problématique

Dans les simulations effectuées pour les études de stireté nucléaire, les écoulements & décrire sont
la plupart du temps turbulents. La simulation de ce type d’écoulements constitue un outil essentiel
pour la prévention d’éventuels accidents (en complément des expériences). Nous présentons dans
le paragraphe suivant deux situations motivant ce travail de thése, & savoir les incendies dans des
locaux confinés, ventilés mécaniquement et les écoulements dans le circuit primaire d’un réacteur
nucléaire.

Incendies dans des locaux confinés, ventilés mécaniquement
Une configuration d’intérét pour les études de stireté est celle de plusieurs locaux dans lesquels on
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INTRODUCTION

peut trouver des matiéres radioactives. Ces installations sont partiellement ou totalement étanches
et reliées les unes aux autres par un équipement de ventilation. Le risque d’incendie dans I'un de
ces locaux, s’il se propage aux locaux voisins ou & ’environnement naturel, constitue un danger
majeur qu’il est nécessaire de prévenir. La simulation d’incendies dans une installation composée
de plusieurs locaux ventilés est développée a 'IRSN dans deux codes de calcul : un code & zones
(SYLVIA) et un code a champs (ISIS) [54] (un exemple de simulation d’incendie réalisé avec le
logiciel ISIS est représenté sur la figure 1).

Ce travail de thése s’inscrit donc en partie dans la problématique suivante : la simulation d’un
incendie, i.e. un écoulement a convection naturelle dominante (tourbillons), présentant de fortes
variations de masse volumique et & faible nombre de Mach (la vitesse de I’écoulement est trés petite
devant celle du son).

FIGURE 1 — Simulation d’incendie réalisée & 'TRSN par le code ISIS.

Ecoulements dans le circuit primaire d’un réacteur nucléaire
Dans un réacteur & eau sous pression, il est crucial de maintenir 'eau & une température telle
que le refroidissement du cceur du réacteur soit toujours assuré. Pour ce faire, I’eau joue le role
de caloporteur, i.e. véhicule la chaleur dans des tuyaux (constituant le circuit primaire) jusqu’a
un échangeur thermique ou elle est refroidie et ensuite réinjectée dans le circuit de refroidissement
au moyen d’un té de mélange. Dans cette zone, un important gradient de température est généré
par les différences de température de chacun des écoulements circulant & travers les branches. Ceci
induit des sollicitations thermiques sur la paroi et les fluctuations de température répétées au cours
du temps peuvent conduire & des détériorations ou des fissures de la paroi (voire sa rupture par
fatigue thermique). Ce fut le cas lors de I'incident de Civaux (1998) o1, suite a I'arrét du réacteur, le
circuit de secours du réacteur a pris la reléve du circuit primaire et au bout d’une centaine d’heures
est apparue une fuite au niveau d'un coude (Figure 2).

La problématique essentielle de ce type d’incident est de simuler des écoulements turbulents
dans un contexte industriel avec des schémas numeériques valides pour des domaines complexes et
des maillages non cartésiens.
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Localisation de
la zone fissurée

FIGURE 2 — Té de mélange.

Présentons les méthodes choisies dans cette thése pour traiter de la problématique.

Objectifs de la thése

Dans les études industrielles, la turbulence est généralement prise en compte par des modeéles semi-
empiriques dits modeles RANS (acronyme pour Reynolds Averaged Navier-Stokes equations), dont
le modéle k — € est le représentant le plus fréquemment utilisé. Toutefois, ces modéles touchent
aujourd’hui & leurs limites, pour au moins deux raisons :

— construits pour et ajustés sur des écoulements particuliers, ils se prétent mal aux généralisa-
tions & des situations complexes, par exemple lorsque la convection naturelle devient domi-
nante, ce qui est typiquement le cas des incendies;

— ils ont pour objectif de calculer un écoulement moyen, ot les fluctuations sont filtrées, et ne
peuvent donc s’appliquer a la prédiction du phénoméne de fatigue thermique décrit ci-dessus.

Gréace a la croissance des puissances de calcul, on s’intéresse dans ce manuscrit & I’approche de simu-
lation des écoulements turbulents appelée Simulation des Grandes Echelles [86, 8] (dont 1’acronyme
est SGE en francais ou LES pour Large Eddy Simulation en anglais) car cette méthode permet
d’évaluer les fluctuations de vitesse d'un écoulement avec un bon compromis précision/temps de
calcul (de méme pour la température mais nous ne le faisons pas dans ce manuscrit). Nous en
donnons une description dans la section 3.

L’objectif de cette thése est de développer un ou des schémas numériques performants pour les
deux applications précitées, donc dans des domaines complexes (excluant ainsi les schémas basés
uniquement sur des maillages structurés, tel le schéma & mailles décalées classique, dit schéma
MAC), pour des écoulements incompressibles ou & faible nombre de Mach. Des premiéres difficultés
apparaissent déja dans le cas de maillages cartésiens comme nous le montrons dans la suite et les
schémas que nous présentons constituent donc un premier élément de réponse a la problématique.
La discrétisation en temps est du type correction de pression [36, 94] (une description de la méthode
de projection incrémentale se trouve dans la section 5) car elle offre un bon compromis entre

— robustesse : il satisfait ’analogue discret des principes physiques (par exemple, la conserva-

tivité, le principe du maximum, la stabilité) et un controle de la solution, ceci pour une large
gamme d’écoulements (faible Mach, incompressible).

— efficacité : il offre un rapport temps de calcul/précision attractif dans le cadre industriel. En

effet, la méthode de projection incrémentale de [19, 93] est une méthode a pas fractionnaires
qui offre la possibilité de découpler le calcul de la vitesse de celui de la pression et de remplacer

19



INTRODUCTION

la résolution d’un probléme couplé par un algorithme de type Lagrangien augmenté (couteux
en temps CPU) par celle de systémes indépendants les uns des autres, de taille raisonnable.

L’organisation de la suite de I'introduction est la suivante : nous donnons une description rapide
des méthodes numériques utilisées. Nous soulignons ensuite les défauts du schéma proposé dans
ISIS pour des écoulements turbulents et présentons des solutions apportées dans le cadre de ce
travail.

Le plan que nous adoptons dans la suite de l'introduction ne suit pas de maniére rigoureuse celui
du manuscrit.

2 Préliminaire

Nous notons 2 un ouvert polygonal ou polyédral, connexe, borné de R? (d =2 oud=3). Nous
considérons les équations de Navier-Stokes compressibles instationnaires, posées sur un intervalle
de temps fini (0,7") et dans €2 :

O (pu) + div(u ® pu) — div(r(u)) + Vp = f, dans © x (0,7),
Op +div(pu) =0, dans Q x (0,7, (1)
u(-,0) =u’(), dans Q x {0},

ou u, p et p sont respectivement la vitesse, la pression et la masse volumique du fluide. La quantité
T 2
T(u)=p|[Vu+V'iu— 3 (diva) I4],

est le tenseur des contraintes visqueuses, p un réel positif représentant la viscosité dynamique,
u® pu est le R? x Re-tenseur de composantes (u ® pu); j = pu;u;, pour tous i, j dans {1,--- ,d}
et Iy est la matrice identité de taille d x d. Tel quel, le systéme (1) n’est pas fermé. L’hypotheése
la plus simple conduisant & un probléme bien posé consiste & supposer que p est une fonction
donnée de 'espace et du temps; l’équation de conservation de la masse (i.e. la premiére relation
de (1)) doit donc étre considérée comme une contrainte sur la vitesse, comme pour des écoulements
incompressibles (et, en effet, lorsque p est constant, cela conduit a dive = 0). Cette équation joue
basiquement le méme réle que pour les modéles asymptotiques d’écoulements a faible nombre de
Mach [68], ou p est donné comme fonction d’une inconnue supplémentaire 6 (habituellement, la
température ou une concentration), laquelle satisfait une équation de conservation supplémentaire :

O(p0) +div(pfu) —div(A V) =0, p=0(0). (2)

La fonction 6 +— o(0) est la loi d’état du fluide étudié et A est un coefficient positif ou nul de
diffusion.

Le systéme (1)-(2) doit étre complété par des conditions au bord appropriées, par exemple des
conditions au bord de type Dirichlet pour u et 8, ou des conditions de type glissement parfait pour
la vitesse et de Neumann pour 0 :

u-n=0, ((r(u)—pl)n)-t=0, et VO-n=0sur 0N x (0,T), (3)

ol m et t sont respectivement les vecteurs unitaires normal et tangent sortants de 9€2. Des conditions
initiales sont données pour u et 6, c’est-a-dire u = u et § = #° dans Q. Nous supposons que la loi
d’état satisfait o(f) > 0si 6 > 0, que 8° > 0, et que les conditions au bord permettent que  reste
strictement positif au cours du temps.
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3 Simulation des Grandes Echelles

Une spécificité de la modélisation d’incendies ou bien d’écoulements turbulents dans le circuit
primaire d’un réacteur nucléaire tient dans la large gamme d’échelles spatiales a considérer : en
effet, le domaine dans lequel évolue I’écoulement est de “grande® échelle (plusieurs métres cubes)
tandis qu’au cceur de I’écoulement se trouvent des structures (de taille inférieure a 1’échelle d’obser-
vation) qui transportent la chaleur et sont appelées fluctuations turbulentes. C’est sur le principe
de séparation d’échelles que s’appuie la LES, nous le détaillons dans la suite.

3.1 Principe de la Simulation des Grandes Echelles

La LES a pour but de ne résoudre que les grosses structures de 1’écoulement, tandis que 'effet
des fluctuations (échelles sous-maille) sur les grandes échelles est modélisé. Pour ce faire, nous con-
sidérons les équations de Navier-Stokes incompressibles (Systéme (1), Section 2, dont la deuxiéme
relation traduisant la conservation de la masse est donnée par divu = 0). L’approche consiste a
moyenner ces équations en espace (par convolution), et ensuite & faire commuter cette opération
de filtrage (notée par le symbole barre supérieure) avec les dérivées spatiales et temporelles. En
pratique, la taille du filtre est souvent définie par les échelles de coupure, a savoir : la taille du
domaine et celle des mailles, ces derniéres limitant la taille des (petites) structures considérées. Ces
deux opérations (filtrage et commutation) conduisent a des équations de conservation, qui gardent
la méme forme que les équations d’origine, pour les (grandes) échelles résolues de vitesse @ et de
pression P :

p(0 +u - Va) — div(r(u)) + Vp = f — div(uu? —u u?), dans Q x (0,7),
divu =0, dans Q x (0,7), (4)
w(-,0) =a’(-), dans Q x {0},

ces équations étant bien str complétées par des conditions au bord.

Du fait de la présence du terme convectif non-linéaire (et puisque u - Vu = div(uu’)), la quantité
non-fermée —div(T), avec T = uul —u u! apparait au second membre et doit étre modélisée, i.e.
exprimée comme fonction des inconnues w et p.

La question clé de I'approche LES est donc de trouver une expression convenable pour le tenseur
sous-maille T'. Une hypothése courante (hypothése de Boussinesq) est de supposer une relation de
proportionnalité entre T et le tenseur des taux de déformations S :

— — — 1
T=-2u S, avec 8= 5(8jﬁi +aiﬁj), Vi,j € {1, ---,d},

le scalaire pr étant appelé wviscosité turbulente. De ce fait, I’écriture de la premiére équation du
systéme (4) peut se simplifier en considérant p.r¢ la viscosité effective égale a la somme de la
viscosité laminaire et de la viscosité turbulente notées p; et p,, respectivement, la derniére étant
donnée comme une fonction de la vitesse par un modéle sous-maille. Nous décrivons dans la section
suivante deux modeéles (Smagorinsky et W.A.L.E.) couramment utilisés dans la littérature pour
expliciter la viscosité turbulente p,. Ils seront par ailleurs utilisés dans la suite.
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3.2 Modéles sous-maille considérés

Classiquement, le modéle de Smagorinsky [91] est le plus fréquemment utilisé du fait de sa
forme simple et s’écrit :

fr = (Cs A)2 \/2 Trace(S 57 ) = (C; A)? | 2 S S8, (5)

Z:JE{lv 7d}

C, étant une constante ajustée en fonction de I’écoulement et A étant 1’échelle de coupure (longueur
caractéristique des cellules). Cependant, si z représente la distance au mur, la viscosité turbulente
donnée par le modeéle de Smagorinsky a un comportement en O(1) prés d’une paroi, contrairement
au résultat théorique p, = O(z3) (qui peut étre obtenu par analyse asymptotique [86]). Donc ce
modele dissipe trop les grandes échelles prés d’un mur.

Le modéle W.A.L.E. (acronyme pour Wall Adaptating Local Eddy viscosity) [76] a pour but
de résoudre ce probléme et s’écrit :

3/2
Z?m‘ Gij
— (CyB)? n 6
pr = (Cuwl) 5/2 5/4° (6)

Zgi,j gi,j + Z?z’,j Sij
2 i,

Cy étant une constante réelle ajustée en fonction de I’écoulement, et

S = %(VEQ + (Vﬁ2)T> - % Trace(V@?) I.

Une analyse asymptotique de I’équation (6) (¢f Annexe B) montre que le comportement attendu
de la viscosité en O(23) est retrouvé, ce qui rend ce modéle particuliérement attractif pour traiter
de géomeétries complexes. Par ailleurs, il reproduit correctement la transition laminaire-turbulent
et il ne nécessite pas d’'information concernant la distance & la paroi, ce qui le rend intéressant pour
des maillages non structurés.

Pour ces raisons, dans la suite du manuscrit, nous choisissons d’utiliser I’expression de la vis-
cosité turbulente donnée par le modele W.A.L.E. lorsque nous avons recours 4 un modéle sous-
maille.

Présentons les méthodes utilisées pour écrire les équations discrétes associées au probléme (4).
Dans la suite, nous omettons le symbole * et nous nous concentrons sur la discrétisation des équa-
tions de Navier-Stokes instationnaires (1) (Section 2), car celle des modeéles sous-maille en découle
naturellement (¢f Annexe C pour la discrétisation des modéles de Smagorinsky et W.A.L.E. dans
un cadre éléments finis non conformes).

4 Discrétisation spatiale

Considérons un maillage régulier du domaine 2 constitué de quadrangles (si d = 2) ou d’hexa-
édres (si d = 3).

L’¢élément fini de Rannacher-Turek [83] a été choisi dans ISIS pour discrétiser la vitesse et la
pression solutions de 1’équation (4) car il est de bas degré et inf-sup stable. Cet élément fini mixte
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est défini sur des quadrangles si d = 2 ou hexaedres si d = 3 (Figure 3). Les inconnues de vitesse
sont situées sur les arétes si d = 2 (ou faces si d = 3) et le champ discret est @ par maille. De plus,
la valeur des degrés de liberté est déterminée par la moyenne de la fonction a travers les arétes (si
d = 2 ou faces si d = 3) : I'intégrale du saut de vitesse sur chacune d’entre elles est nulle. Ainsi,
Pespace d’approximation est constitué de fonctions discontinues a travers les arétes (ou faces) :
I’élément fini de Rannacher-Turek est dit non conforme. Les inconnues de pression sont situées au
centre des cellules et le champ discret est constant par mailles. Dans ’annexe A, se trouve le détail
concernant la définition de cet élément ainsi que le rappel de certaines de ses propriétés.

(O Ine. de pression

[ Inc. de vitesse i }L_ O Inc. vitesse

Hg‘ O HE— /P_Lh }LO }; O Inc. pression

T B

FI1GURE 3 — Localisation des inconnues pour ’élément fini de Rannacher-Turek.

Par ailleurs, il est possible de travailler avec I’élément fini de Crouzeix-Raviart [21] défini de la
méme maniére sur des triangles si d = 2 ou des tétraédres si d = 3. Théoriquement, ce sont les
éléments hexaédriques qui sont les plus efficaces [65, p. 173]. En effet, il y a moins d’informations
a4 mémoriser dans ce cas. Par ailleurs, ’élément fini de Crouzeix-Raviart pose des problémes de
coercivité lorsque l'on utilise la forme physique du tenseur des contraintes (i.e. div(7)). Mais ce
n’est pas le point principal. Au dela, il semble que la qualité de la solution soit meilleure avec des
quadrangles ou hexaédres, surtout lorsque les principales lignes de courant sont paralléles aux faces
des mailles (jets, tuyaux,...).

5 Discrétisation temporelle : méthode de projection (Chapitre I)

Présentons la discrétisation en temps de base utilisée dans ISIS, & savoir la méthode de projection
incrémentale. Pour ce faire, on considére une subdivision (¢"),¢[o,n) de I'intervalle de temps (0,7)
ot N est le nombre d’intervalles de la subdivision, et telle que t° = 0 et ¢V = T. Quitte & poser
Attt =" — "L et At = max, ¢y n] At", supposons le pas de temps fixe noté At. Dans la suite,
on note f™ I’approximation du champ f au temps t".

Considérons le probléme de Stokes instationnaire incompressible, écrit ici pour p = 1 kg-m™3 et
@ = 1 Pa-s. Nous supposons que des conditions au bord de type Dirichlet non homogénes sont

imposées sur une partie I'p de la frontiére et des conditions au bord dites ouvertes sont présentes
sur 'y =0Q\T'p :

ou—Au+Vp =Ff, dans Q x (0,7,
divu =0, dans Q x (0,7,

u = up, sur I'p x (0,7), )
Vu-n—-—pn =gy, sur 'y x (0,7).
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Le principe de la méthode de projection incrémentale pour la résolution du systéme (7) est le
suivant : dans un premier temps, la contrainte d’incompressibilité est ignorée et I'équation de
conservation de la quantité de mouvement (Premiére relation de (7)) est résolue avec une pression
explicite afin de fournir une premiére approximation de la vitesse appelée vitesse prédite. Dans un
second temps, afin d’obtenir une solution du probléme de Stokes, la vitesse prédite est projetée
sur l'espace des fonctions a divergence nulle. Pour la résolution des équations de Navier-Stokes
compressibles, la méthode décrite dans ce paragraphe se généralise |68, 4] en projetant la vitesse
prédite sur 'espace des vecteurs satisfaisant la contrainte donnée par I’équation de conservation de
la masse (Deuxiéme relation de (7)).

Ainsi, & chaque itération en temps, la résolution s’effectue en deux étapes :
1- Prédiction de vitesse :
Trouver "' : Q — R? tel que :

1’27L+1 _ n

u ~
— A A" vpt = L dans Q,
vt = u%+17 sur I'p,
va'tlon—pin = g?VH, sur I'y.

2- Projection de vitesse (probléme de Darcy) :
Trouver (w1 p"t1) : Q — R? x R tels que :

un+1 _ ,anJrl
A + V¢t =0, dans Q,
divea™! =0, dansQ,
W n=a""n, surDp,

L " =0, surIy.

En prenant la divergence de la premiére équation de ce systéme, on obtient la formulation équiva-
lente (étape 2') suivante utilisée en pratique.

2’- Projection de vitesse (probléme de Poisson) :

Trouver ¢"*!: Q — R tel que :

1 ~
ATt = At diva™™, dans Q,

Vet on =0, surIp,
=0, surly.

Alors
pn-i-l :pn + ¢n+1’
utl = @™t — At
Les conditions aux bords pour la pression sur I' = 0f2 dans la derniére étape sont dites artifi-
cielles, car elles ne sont pas vérifiées par la solution du probléme continu. Les étapes 1 et 2 sont

ensuite discrétisées par I’élément fini non conforme de bas degré de Rannacher-Turek (Section 4)
en utilisant une matrice masse “lumpée”. Comime la pression est constante par mailles, I’élimination
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de u™T! est réalisée sur le systéme discret pour obtenir la contrepartie discréte de Iétape 2/. On
parle de méthode de projection algébrique. Nous notons que l'opérateur discret ainsi obtenu est
similaire & un Laplacien volumes finis. En outre, la nouveauté apportée par cette étude est que nous
prouvons que les conditions aux bords artificielles de 1'étape 2’ sont présentes dans cet opérateur,
méme s’il a été construit au niveau discret (question soulevée dans [41]). Cependant ces conditions
aux bords sont imposées au sens (faible) volumes finis et les tests numériques que nous réalisons
montrent que I'ordre d’approximation optimal en espace est toujours atteint, méme en présence de
conditions aux bords ouvertes (conditions au bord sur I'y dans ’étape 1).

Par ailleurs, la deuxiéme contribution apportée dans ce chapitre est que nous établissons un
cadre variationnel discret avec des produits scalaires, des opérateurs et des normes ayant tous une
expression reliée & la taille des cellules, ce qui nous permet d’adapter ’analyse d’erreur connue dans
le cadre semi-discret ou conforme de [88, 38, 40]. Pour le probléme de Stokes avec des conditions
aux bords de type Dirichlet homogeénes, nous montrons que ’erreur de fractionnement en temps

est d’ordre deux en vitesse et d’ordre un en pression pour deux normes L? discrétes adaptées
(Théoreme 1.19).

6 Quels critéres pour la LES 7 (Chapitre IIT)

Nous examinons les défauts du schéma de projection incrémental discrétisé par I’élément fini de
Rannacher-Turek, noté “schéma RT“, dans le contexte de la simulation d’écoulements turbulents
et nous proposons des solutions & ces défauts. Nous commencons par nous interroger sur le fait de
savoir si le schéma RT répond aux exigences de la littérature. C’est 'objet des deux sous-sections
suivantes.

6.1 Bibliographie

Commencons par examiner les différentes approches proposées dans la littérature pour mettre
en ceuvre la LES sur des maillages non structurés, pour des écoulements incompressibles ou & faible
nombre de Mach.

Critéres de la littérature concernant la discrétisation en temps

D’aprés la littérature, il semble essentiel qu'un schéma adapté & la LES satisfasse une identité
d’énergie cinétique discréte localement et globalement [66]. En effet, méme pour des écoulements
compressibles, il a été observé [92] que cette propriété permet d’améliorer la précision des méthodes
étudiées. Elle garantit d’'une part la stabilité du schéma étudié mais aussi que les transferts énergé-
tiques entre petites et grandes échelles ne soient pas négligeables devant des résidus de dissipation
numérique.

Dans la littérature, plusieurs approches coexistent afin de satisfaire cette propriété. Le schéma le
plus répandu est le schéma MAC, introduit dans [47]. Afin de généraliser cette discrétisation a des
écoulements compressibles et des maillages non structurés, de nombreux auteurs proposent d’u-
tiliser des méthodes décalées [75, 25, 72|, souvent basées sur une forme anti-symétrique du terme
convectif. Des travaux dans un cadre colocalisé sont aussi présentés dans |26, 30, 46, 34].

Critéres de la littérature concernant la discrétisation en espace
Nous distinguons dans la littérature trois grands types de méthodes numériques (pour la discréti-
sation spatiale) adaptées a la LES et valides pour des maillages non structurés :

1. Un certain nombre d’auteurs présentent une généralisation du schéma MAC valide pour
des maillages généraux. C’est par exemple le cas de [66, 45, 46] (volumes finis) ou de [25]
(différences finies en coordonnées cylindriques).
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2. Il existe dans la littérature des méthodes basées sur des éléments finis de degré élevé et
introduisant un terme supplémentaire de stabilisation censé jouer le réle du modéle sous-
maille [42, 59]. C’est objet des méthodes dites VMS (Variational MultiScale method).
Basées sur certains des principes énoncés dans [39], elles constituent une extension possible de
la LES valide pour des maillages non structurés; c’est I'objet de [52]| (éléments finis, écoule-
ments incompressibles) et de [61] (éléments finis/volumes finis, écoulements compressibles).

3. Enfin, il existe une derniére catégorie de méthodes basées sur ’enrichissement de I'espace
discret d’approximation pour la pression : c’est d’une part le cas de la littérature de Trio-U
(code CFD développé au CEA) [1, 48, 32] étudiée dans [7] (élément fini de Crouzeix-Raviart
ou Rannacher-Turek) et d’autre part le cas de [58, 60| (méthode de type VMS sur l'espace
Q2/P1 4isc avec projection variationnelle sur 1'espace Qo).

6.2 Discrétisation spatiale : contexte et motivations

Dans la suite, nous présentons différents cas-tests mettant en évidence les défauts du schéma
RT pour des applications touchant la LES.

Cas-test académique du canal plan a4 Re, = 590

Il s’agit d’étudier un écoulement incompressible entre deux plaques planes paralléles infinies. Pour le
modeéle W.A.L.E. (Sous-section 3.2), les profils de viscosité moyenne effective obtenus par le schéma
RT présentent des extrema pres des parois (Figure 5). De ce fait, les profils des deux premiers
moments (moyenne et écart-type) de la composante longitudinale de vitesse adimensionnés par la
vitesse de frottement pariétal notée w, ne sont pas en accord avec les références de Simulation
Numérique Directe (DNS) [74] ou avec les résultats obtenus avec le schéma MAC (Figure 4).

25 4
—— DNS ([74)]) - - DNS ([74])
GO RT
3 L
5 15— =)
xL gL
o) x
Vo 10~ 2
L 1
5 L
0 ul | \\\\H\i | \\\HH' | 111 0—-(7\\\\” | \\\\H\i | \\\HH' | 111
0,1 1 10 100 0,1 1 10 100
z z
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FIGURE 4 - Profils des moments (en temps et en espace) adimensionnés de la composante longitu-
dinale de la vitesse résolue (représentés sur un demi canal) - Re; = 590, modeéle W.A.L.E.
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FIGURE 5 — Profils de la moyenne (en temps et en espace) de la viscosité dynamique effective —
Re,; = 590, modéele W.A.L.E.

Compte tenu des mauvais résultats du schéma RT pour le cas-test du canal plan, nous examinons
ensuite ses capacités sur trois problémes plus simples sans considérer de modéle sous-maille.

Probléme d’Oseen stationnaire a convection dominante

Nous proposons de construire une solution manufacturée (u“et, p aux équations de Navier-
Stokes stationnaires et de tester ’approximation de la solution obtenue pour le probléme d’Oseen
stationnaire (sans modéle sous-maille) suivant, écrit pour p = 1 kg-m=3 et u = 1073 Pa-s : trouver
u:QCR 5 RIet p: QR R tels que

exact)

(—plu+ u* . Vu+Vp=f, dans$,
divu =0, dans Q,

u=0, sur 0f), (8)

/pda:zO.
. Q

En observant la convergence spatiale de la vitesse approchée en échelle logarithmique pour des
maillages rectangles uniformes (Figure 6), nous montrons que le schéma RT converge a l'ordre
deux mais surtout qu’il est peu précis pour des écoulements & convection dominante, contrairement
au schéma MAC. Ce défaut de précision semble de plus provenir des degrés de liberté de vitesse
tangents aux faces.
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FIGURE 6 — Norme L? de l'erreur (relative) d’approximation pour les composantes normale et
tangente de vitesse en fonction du pas d’espace — Probléme d’Oseen stationnaire a convection
dominante.

Probléme du tourbillon isolé

On g’intéresse a la contrepartie discréte des équations d’Euler incompressibles stationnaires sui-
vantes, sans modeéle sous-maille (pour p = 1 kg - m™3). Ces équations traduisent I’évolution de
I'écoulement loin des parois, pour Re = 0o et s’écrivent comme suit : trouver u : Q C R* — RY et
p:QCRY = R tels que

u-Vu+Vp=0, dans,

divu =0, dans ,

u =0, sur 0L, (9)

/pdaczO.
\ Q

La contrepartie discréte de ce systéme n’est pas satisfaite pour le schéma RT pour un maillage
rectangle uniforme, contrairement au schéma MAC, pour une solution particuliére des équations
continues [32] donnée par u®(z,y) = (y,—x)7 et p®®(z,y) = 3 (2* 4+ y?) au sens ou les
interpolées de la solution continue vérifient la formulation discréte associée au probléme (9) (Sec-
tion I11.2.2.b). De fait, les solutions approchées par le schéma RT ne convergent pas vers la solution
du probléme continu (Figure 7).
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FIGURE 7 — Norme L? de 'erreur d’approximation (relative) en fonction du pas d’espace — Test du
tourbillon isolé.

Couche de mélange a Re = 10000

On traite a présent de la résolution des équations de Navier-Stokes incompressibles (Systéme (1)
pour lequel la deuxiéme relation est donnée par dive = 0) sur un cas-test trés populaire pour la
LES [63, 57, 37, 15] car le probléme est peu coercif, ce qui rend la simulation trés sensible a I’ajout
de dissipation numeérique (instabilités). Le cas-test consiste a étudier I’évolution d’un écoulement
turbulent au sein duquel se trouve une interface que I'on perturbe afin de créer quatre tourbillons
qui s’apparient deux & deux jusqu’a ne former qu’un seul tourbillon.
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(a) Schéma RT.

(b) Schéma MAC.

FIGURE 8 — Profil instantané de vorticité — Cas-test de couche de mélange & Re = 10000.

Le schéma RT atténue complétement les instabilités et il n’y a pas de tourbillons qui se créent,
comme représenté sur la figure 8, ce qui le rend totalement inadapté a la LES. Ce n’est pas le cas
du schéma MAC.

6.3 Critéres requis dans le cadre de cette thése

La bibliographie et les quatre cas-tests qui précedent nous conduisent a sélectionner les critéres
suivants pour construire un schéma “adapté a la LES“ basé sur le schéma RT :
(C.1) Critére requis pour la discrétisation en temps : le contréle de ['énergie cinétique.
(C.2) Critére requis pour la discrétisation spatiale : la précision pour des écoulements a
convection dominante.
Des discrétisations répondant a ces exigences sont présentées dans les Parties I et II du manuscrit
(traitant respectivement des critéres (C.1) et (C.2)).
Dans la partie I (Critére (C.1)), nous proposons un schéma basé sur une discrétisation volumes
finis de 'opérateur convectif et I'approximation de la dérivée temporelle de vitesse par un schéma
de Crank-Nicolson.
Dans la partie IT (Critere (C.2)), idée de départ provient du fait que les problémes présentés
dans la section 6.2 ont le point commun suivant : la composante tangente du gradient de pression
est nulle, donc le multiplicateur de Lagrange qui lui est associé n’intervient pas dans I’équation de
conservation de la quantité de mouvement. Nous proposons donc deux stratégies
— retirer I'équation tangente de 1’équation de prédiction de vitesse (Etape 1 de I'algorithme de
la section 5) et reconstituer une équation pour la composante tangente de vitesse. Pour ce
faire, comme pour les problémes de minimisation sous contraintes, nous proposons d’ajouter
a cette équation un terme de pénalisation contraignant chaque inconnue de vitesse tangente a
une aréte (ou face) a s’écrire comme combinaison linéaire des composantes normales alentour
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(le champ normal aux arétes est plus précis pour le probléme d’Oseen & convection dominante
comme représenté sur la figure 6). C’est 'objet de la méthode présentée dans le chapitre TV.

— enrichir 'espace discret d’approximation pour la pression (i.e. ajouter des degrés de liberté
en pression) de maniére & ce que la composante tangente du gradient de pression discret soit
non nulle comme fait dans Trio-U (Chapitre V).

7 Discrétisation en temps de Crank-Nicolson (Chapitre II)

Afin de répondre au critére (C.1) requis pour que la discrétisation temporelle soit adaptée a la

LES, nous recherchons un schéma satisfaisant la conservation ou, du moins, le controle de 1’énergie
cinétique.
Nous proposons un schéma décalé pour la résolution des équations de Navier-Stokes compressibles
instationnaires (Systéme (1), Section 2) satisfaisant cette propriété. Nous utilisons un algorithme
de Crank-Nicolson pour la discrétisation en temps et les éléments finis de Rannacher-Turek (ou de
Crouzeix-Raviart) pour la discrétisation spatiale. L’originalité du schéma vient de I'utilisation d’un
opérateur de convection en vitesse de type volumes finis. Nous montrons d’abord la stabilité de
cet opérateur. La preuve de ce résultat nécessite de supposer que ’équation de conservation de la
masse discréte soit vraie sur un maillage dual. La discrétisation des flux de masse sur ce maillage
dual de [4] permet de satisfaire cette propriété.

cellule diamant

maille primale

o aréte primale
e aréte duale
K, L cellules primales

D, maille diamant

FIGURE 9 — Notations concernant les volumes de controle et les cellules diamant.

Nous présentons ensuite un algorithme de correction de pression basé sur le schéma en temps et
les éléments finis précités, en utilisant 'opérateur de convection décrit précédemment. Ce schéma
appelé "schéma Crank-Nicolson-like” est valide pour des maillages non structurés en 2D et en 3D. 11
s’écrit, dans le cas de conditions au bord de type glissement parfait (2), pour n dans {0,--- , N —1}
fixé, comme suit : étant données p™, 8™ et p" 1, p”, u™ des approximations respectives de la pression,
température, masse volumique et de la vitesse telles que

LW +div(p"u") =0, dans Q.
At
1- Equation de conservation pour § — Trouver "1t : Q - R :

1

x (p"O" L — p ™) 4 div(p"" T u™) — div(A VT =0,  dans Q,

Votl.n =0, sur O9.
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2- Mise a jour de la masse volumique — Mettre a jour la masse volumique par la loi d’état :

anrl — Q(0n+1)'

3- Prédiction de vitesse — Trouver "' : Q — R? .

1 - ~ ~
— (pru" T — pr i) + div(u"+1/2 ® pu") — div(T(u"+1/2))

At
+Vp" =0, dansQ,
an—l—l/? n=0 et (T(’E,n+1/2) . n).t =0, sur 89,

avec w2 = (@t 4 un) /2.

4- Correction de vitesse et de pression — Trouver "' : Q - R% et p"T1: Q - R :

ﬁ n+l _ ~n+l 1 nt+l _ ony _ 0
A7 (u u"") + 2V(p p") =0, dans ,
1
A2 (Pt — p™) +div(p" ) =0,  dans Q,

V't —p*)-n=0, surdQ.

Les étapes d’estimation d’énergie permettent d’écrire une identité d’énergie cinétique globale qui
met en évidence un terme de dissipation noté D"t dans le bilan d’énergie.

Proposition (Proposition I1.8, page 80)

Supposons que l’approximation du flux de masse dual sortant de la cellule duale D, a travers
la face € noté Fy. soit nul pour tout € = Dy|ext. A condition que la conservation de la masse
discréte soit satisfaite, nous avons, pour tout n € {0,--- ,N — 1} :

1 —~ ~
3 o IDel ([ = )+ A 3 [ r(@ ) @) do
oes KeT;, K

At
—5 YooY ol @i urtt 4 pkuy) - nge + DM =0,
KeTh oe€(K)

ot les sommes portent sur les arétes o (si d = 2 ou faces si d = 3) et les cellules K. De plus,

DL représente un terme de reste qui s’écrit :

At?
8

1 1y |l
T — PR 7)) — A > Dol (o = pp Y lay ™ — up?.
oe€

DnJrl — ( n+1

Dans cette expression, le terme |- |1 7, ,n représente une norme H! discrete de pression (Equa-
tion (11.20)).

Le terme de reste (non signé) est d’ordre deux en temps pour le schéma proposé, alors qu’il est
seulement d’ordre un pour le schéma d’Euler de [4].
En pratique, le schéma Crank-Nicolson-like permet de représenter davantage de petites structures
turbulentes que le schéma basé sur la discrétisation en temps d’Euler a gros pas de temps, comme
illustré par la figure 10 (cas-test de couche de mélange, voir la section 11.4.3).
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F1GURE 10 — Isosurface de norme de vorticité instantanée pour Iisovaleur 6 au temps 20 s — Couche
de mélange turbulente.
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Nous avons abordé la contribution apportée a la discrétisation temporelle, traitons a présent de
la discrétisation spatiale dans les deux sections & venir.

8 Controle des vitesses tangentes aux faces pour I’élément fini de
Rannacher-Turek (Chapitre IV)

Nous construisons un schéma permettant de répondre au critére (C.2) de précision pour des

écoulements & convection dominante en utilisant une discrétisation de 'opérateur convectif satis-
faisant une identité d’énergie cinétique.
Nous proposons d’ajouter a 1’équation de prédiction de vitesse discréte un terme pénalisant la
différence entre une inconnue tangente & une aréte et une combinaison linéaire bien choisie des
inconnues normales alentour (car la composante tangente souffre d'un défaut de précision sur le
probléme d’Oseen comme vu dans la section 6.2). La forme du terme de pénalisation est donnée
par une forme bilinéaire notée ar(-,-) multipliée par un parameétre de pénalisation r de telle sorte
que ap(-,-) soit :

— coercive,

— de stencil (i.e. nombre d’inconnues) le plus petit possible,

— contraignant chaque degré de liberté de vitesse tangent & une aréte (face) a s’écrire comme
combinaison linéaire des degrés de liberté normaux aux arétes (faces) qui 'entourent comme
suit :

No() -7~ B No() -+ > aZNs(v) - ns, (10)

G€Z(0)

ou

— Bs et aZ sont des réels & déterminer,

— 7 et m sont les vecteurs tangent et normal a l'aréte (face) o,

— la fonction N, (-) désigne la fonction nodale associée a I'aréte (face) o,
— Z(o) deésigne ’ensemble des faces partageant un sommet avec o.

La principale difficulté de ce travail est de déterminer les coefficients de I'expression (10) car
I'espace discret d’approximation pour la vitesse est constitué de fonctions linéaires ou bilinéaires
par maille. Pour ce faire, nous demandons donc que la formule (10) soit consistante pour les champs
affines & divergence nulle (afin de traiter d’écoulements incompressibles). Cette méthode est valide
pour des maillages quadrangles et nous proposons une expression des coefficients pour des cellules
parallélépipedes rectangles ou parallélogrammes.

Nous montrons que le schéma construit, noté RT-Stab dans la suite, est stable et bien posé.
De plus, en faisant tendre le paramétre de pénalisation vers 'infini, on remarque que le schéma
limite est de type MAC (maillages non structurés) : en effet, il fait intervenir exclusivement les
inconnues normales aux faces mais il est de stencil plus important que le schéma MAC usuel.
Lors des tests numériques, on observe effectivement que la précision du schéma RT-Stab pour
d’importantes valeurs du paramétre de pénalisation se rapproche de celle du schéma MAC sur des
maillages rectangles et que celle-ci est bien meilleure que celle du schéma RT dans tous les cas. Par
ailleurs, il est bon de noter que le schéma RT-Stab donne des résultats qualitativement satisfaisants
pour le cas-test du canal plan turbulent & Re, = 590 (Section 6.2) avec le modeéle sous-maille
W.A.L.E., comme représenté sur les figures 11 et 12 (par souci de clarté, nous représentons le profil
de viscosité effective moyenne obtenu par le schéma stabilisé pour une seule valeur du paramétre
de pénalisation). En effet, pour les différentes valeurs de r, on observe une amélioration du profil de
vitesse moyenne pour le schéma RT-Stab comparé au schéma RT. Concernant I'intensité turbulente,
pour de petites valeurs de r, I’abscisse de I’extremum est calculée correctement et ’approximation
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au centre du canal n’est pas bonne, contrairement & r = 1 ou » = 10. Dans tous les cas, le schéma
RT-Stab donne un profil d’intensité turbulente meilleur que celui du schéma RT.

30 7
- - DNS ([74]) - - DNS ([74])
EHRT 6L G RT
25~ -0 MAC G- MAC
A—A RT-Stab, r=0.1 sk A—A RT-Stab, r=0.1
20+ *—k RT-Stab, r=1 *—k RT-Stab, r=1
s &— RT-Stab, r=10 s 4| & RT-Stab, r=10
= ~un
N 151 £
2 S
10—
2 L
51 1L
- | | - - "]
0 10 100 500 0 10 100 500
Z+ Z+
(a) Moyenne adimensionnée. (b) Intensité turbulente.

FIGURE 11 — Moments de la composante longitudinale de la vitesse résolue adimensionnée par la
vitesse de frottement pariétal — Canal plan.
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FIGURE 12 — Viscosité effective moyenne — Canal plan.
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9 Enrichissement de la pression pour I’élément fini de Rannacher-
Turek (Chapitre V)

Afin de proposer un schéma précis pour des écoulements & convection dominante (Critére
(C.2)), on admet parfois quun tel schéma doit satisfaire le probléme du tourbillon isolé (Sys-
teme (9)); c’est 'objet des méthodes développées dans le logiciel de calcul Trio-U [1, 48, 32|. Le
schéma MAC satisfait la propriété énoncée ci-dessus. Nous construisons une discrétisation de carac-
téristiques similaires au schéma MAC, mais s’appuyant sur des maillages non structurés. Le point
de départ est I’élément fini de Rannacher-Turek, que nous modifions en enrichissant I’espace discret
d’approximation pour la pression : aux degrés de liberté situés au centre de chaque cellule (appelés
inconnues cell-centered), nous ajoutons des degrés de liberté situés aux sommets (appelés inconnues
vertex-centered).

© | — maillage primal

cellule vertex-centeredf. i )
S S I pavage pression

@ "LO

-AE O HF— Dhu' de vitesse cellule (IC”_(\CH‘[&\;

O Inc. de pression
G ﬁlﬁ' )
Localisation des degrés de liberté. Volumes de controle.

FIGURE 13 — Degrés de liberté et pavage pour la pression.

Ceci nous conduit & considérer un pavage en pression (Figure 13) a partir duquel nous explicitons

dans un premier temps les opérateurs discrets, a savoir la divergence de vitesse, le gradient de
pression et 'opérateur elliptique pour I'incrément de pression. Ces opérateurs ont la propriété de
coupler les inconnues de pression cell-centered et vertex-centered. Avec ces opérateurs, le probléme
du tourbillon isolé (9) est résolu exactement.
Par ailleurs, lors des expériences numériques, le schéma résultant (comme le schéma MAC) se
révéle nettement plus précis que I’élément fini de Rannacher-Turek standard sur plusieurs cas-tests
a convection dominante (probléme de Stokes, d’Oseen). Cependant, la difficulté soulevée par la
discrétisation proposée est la suivante : I’équation de conservation de la masse discréte n’est pas
satisfaite sur des maillages non structurés. Nous présentons donc une méthode de reconstruction des
flux primaux, analogue & celle permettant d’approcher les flux de masse sur les cellules diamants
(comme dans le chapitre IT). Cette démarche nous permet d’utiliser un opérateur convectif qui
satisfait une identité d’énergie cinétique. Il est bon de noter que le cas-test de couche de mélange
a Re = 10000 donne d’ailleurs des résultats satisfaisants (qualitativement) sur des maillages non
structurés (Figure 9).
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(a) Sans reconstruction.

(b) Reconstruction des flux.

FIGURE 14 — Profil instantané de vorticité — Cas-test de couche de mélange & Re = 10000 réalisé
par enrichissement de la pression.

Par ailleurs, nous montrons la stabilité pour la vitesse et nous proposons l'analyse a priori
de l'erreur d’approximation pour le probléme de Stokes stationnaire 2D (conditions au bord de
type Dirichlet homogénes) en supposant la solution réguliére w € C%(Q)? et le maillage rectangle
(ou parallélogramme) uniforme. Pour cela, nous introduisons un opérateur d’interpolation pour la
vitesse qui nous permet d’adapter la preuve des estimations en vitesse de [12]|. La difficulté de
I’analyse est due au fait que la discrétisation proposée ne satisfait pas la condition inf-sup comme
dans [7], par conséquent il faut travailler un peu pour obtenir les estimations en pression. Pour
cela, nous définissons un champ de pression post-traité (lissage) noté pp. En appliquant le lemme
de Necas a une pression appropriée, nous déduisons des estimations pour la pression post-traitée,
énoncées comme suit :

Proposition (Théorémes V.18 et V.19, pages 182 et 185)

Supposons que f € C°(Q)? et soit (w,p) € Hj(Q2)? NC*(Q)? x LE(Q) N CH(Q) la solution du
probléeme de Stokes continu. Soit Ty, un maillage rectangle (ou parallélogramme) uniforme. Alors
il existe une constante C' > 0 telle que la solution wy du probléeme de Stokes discret et la pression
post-traitée vérifient

lw = wnllip < Ch(lule2 + Ipler), et |lp—=pallo < Ch(|ulez + |pler),

oti || lo et |- |cr désignent respectivement la norme L2 et la norme CF.
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Partie I : Discrétisation en temps
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Chapitre 1

Méthode de projection

L’essentiel de ce chapitre a fait 'objet d’un article écrit en collaboration avec Sebastian Minjeaud
et Jean-Claude Latché, paru dans IMA Journal of Numerical Analysis [22].

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la résolution du probléme de Stokes instationnaire,
posé sur un intervalle de temps (fini) (0, T') et sur un domaine Q ouvert, connexe, borné de R% (d = 2
ou d = 3), supposé polygonal (d = 2) ou polyédral (d = 3). Le systéme d’équations considéré est le
suivant :

ou—Au+Vp=f, dans Qx (0,7),

(I.1)
divu =0, dansQ x (0,7).

Dans ces équations, J; désigne la dérivée temporelle, u la vitesse (vectorielle) du fluide, p la pression
(scalaire) et f une force (vectorielle) supposée connue et réguliére.
La frontiére I' de  est supposée divisée en deux parties I' = I'p U 'y, et la mesure de I'p est
non nulle. La vitesse est imposée sur I'p tandis que des conditions au bord de type Neumann sont
prescrites sur I'y :

u =up, sur I'p x (0,7),

—m+Vu-n =gy, sur 'y x (0,7).

Dans ces équations, n désigne le vecteur normal sortant de £ et up et g désignent respectivement
une vitesse imposée sur I'p et une force extérieure exercée sur I' . De plus, ce systéme d’équations
est complété par une condition initiale portant sur la vitesse :

u=u"  dans Qx {0}.

Les champs de vecteurs up, u’ et g, sont supposés réguliers.

Nous présentons dans ce chapitre la discrétisation en temps du probléme de Stokes par la
méthode dite de projection incrémentale [19, 93, 36, 94]. Il s’agit d’une technique & pas fractionnaires
souvent appliquée aux équations de Navier-Stokes (Systéme (1) en Introduction, Section 2). La
discrétisation en espace du systéme (I.1) repose sur 1’élément fini de Rannacher-Turek [83] ou
Crouzeix-Raviart [21], tous deux non conformes de bas degré (donc attractifs pour les applications
industrielles). Puisque la pression est approchée par des fonctions constantes par mailles, ’étape de
projection doit étre écrite sous la forme d’un probléme de Darcy. Nous choisissons donc d’utiliser une
discrétisation dite “lumpée” des termes de dérivée en temps, ce qui permet d’obtenir un probléme
elliptique pour la pression par un procédé algébrique. Une extension de ce schéma [4] aux équations
de Navier-Stokes a densité variable [68] est utilisée dans le logiciel libre ISIS [54] basé sur la librairie
PELICANS [79], tous deux développés a 'TRSN.
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CHAPITRE I. METHODE DE PROJECTION

Les résultats présentés dans ce chapitre sont de deux types. Tout d’abord, nous établissons un
cadre variationnel discret avec des produits scalaires, des opérateurs et des normes ayant tous une
expression reliée a la taille des cellules, ce qui nous permet d’adapter ’analyse d’erreur connue
dans le cadre semi-discret en temps proposée dans [88, 40] ou dans le cas d’éléments finis conformes
présentée dans [38]. Nous obtenons donc, dans le cas de conditions au bord de type Dirichlet ho-
mogeénes, des estimations d’ordre deux en temps pour l'erreur de fractionnement en vitesse en norme
12(L2(92)%) et d’ordre un en pression pour la norme (?(L?(2)). Ensuite, nous écrivons une expression
explicite pour 'opérateur elliptique discret appliqué a I'incrément de pression dans ’étape de pro-
jection. Cette construction apporte des éléments nouveaux a la question assez controversée (dans le
contexte des méthodes algébriques) des conditions au bord artificielles (question soulevée dans [41]).
En effet, nous montrons que ’on obtient une discrétisation volumes finis de ’opérateur de Laplace,
avec les conditions au bord attendues, c’est-a-dire des conditions au bord de type Neumann sur
I'p et des conditions de type Dirichlet sur I' . Cependant, puisque, comme souvent dans le cas des
volumes finis, ces conditions au bord sont seulement imposées au sens faible, nous observons lors
des tests numériques que leur influence disparait effectivement quand le pas de temps tend vers
zéro, et nous retrouvons un ordre de convergence en espace optimal, méme en norme L* pour la
pression dans le cas de conditions aux limites ouvertes.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous commencons par décrire le principe de la méthode de
projection incrémentale (Section I.1), puis nous en donnons la version discrétisée par I’élément fini
de Rannacher-Turek (Section 1.2). L’expression de I'opérateur elliptique discret pour la pression
est détaillée dans la section 1.2.2. Ensuite, nous présentons une analyse d’erreur de fractionnement
dans la section 1.3 et, enfin, des expérimentations numeériques destinées & appuyer cette analyse
sont proposées dans la section 1.3.1.

I.1 Semi-discrétisation en temps de la méthode de projection in-
crémentale

Soit 0 = t° < ! < --- <tV = T (N € N*) une partition de l'intervalle de temps (0,7,
supposée uniforme pour simplifier et soit At = "t —¢" pour n =0,1,--- , N — 1 le pas de temps.
Dans la suite de ce chapitre, lorsqu’une fonction f est donnée, la notation f (0 < n < N) désigne
la valeur f(-,t") de la fonction f au temps t". De plus, on désigne par fp (fn) la trace de la
fonction f sur la partie I'p (I'y) du bord de .

Commencons par énoncer une discrétisation en temps implicite du probléme (I.1).

Etant donné un entier n € {0,--- , N — 1}, et supposant uj,,, connu, on cherche (ufgg, pfr;;)
tels que :
( u?;nrz} ~ Uinp Ay T! n+l _ pntl 0
—ar  Duimp Vimp =F",  dans Q,
: n+l _
divug,, =0, dans Q, (1.2)
u’;;; = u%“, sur I'p,
—p%“;n + Vu;";:; ‘n = g}?“l, sur I'y.

Un inconvénient de ce type de probléme est que, du fait de sa structure de type point selle (probléme
couplé), sa résolution par une méthode itérative est trés cotteuse, en particulier en CPU. C’est
pourquoi nous traitons dans la suite de la méthode de projection incrémentale permettant de
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découpler le calcul de la vitesse de celui de la pression dans le systéme (I.2) ci-dessus. Le principe
est le suivant : & chaque itération en temps, la résolution s’effectue en seulement deux étapes.

1- D’abord, dans l’étape de prédiction de vitesse, on ignore la contrainte d’incompressibilité et
on choisit pour premiére approximation de la vitesse la solution &" ' (appelée vitesse prédite) de

I’équation de quantité de mouvement ou la pression est explicite :

( ﬁn-{-l _ un
—x AT 4 vpt = 7 dans Q,
@'t = sur I'p, (L.3)
va'tlon—pin = g?VH, sur I'y.

2- Dans un second temps, il s’agit de projeter la vitesse prédite sur ’espace des vecteurs a divergence
nulle :

wunrtl — ﬁn+1
Az + V(" —p") =0, dansQ,
dive™ =0, dans Q,
(1.4)
W ln=a""n, surp,
| p"t=p"  surI'y.

2’- Usuellement, pour résoudre I’étape 2 (probléme de Darcy), on montre que les deux équations
de cette étape permettent d’obtenir un probléme elliptique pour la pression. En effet, en prenant
la divergence de la premiére équation, la vitesse u™! est éliminée. Le systéme (I.4) est alors
formellement équivalent au probléme de Poisson (1.47) consistant a trouver I'incrément de pression
¢n+1 — pn+1 _pn tel que

1 ~
—Apntt = Y diva"tt, dans Q,
Vortl.n =0, sur I'p, (1.4
"t =0, sur 'y,

et de corriger ensuite la pression et la vitesse par :

pn-l—l — pn + ¢n+1’
L5
un+1 — ,an—&-l _ Athb”“. ( )

De fait, le systéme (1.5) est souvent appelé étape de correction.

Les conditions au bord imposées dans ’étape 2 ou l'étape 2’ se justifient comme suit. La con-
dition p"*! = p™ sur I'y permet de déduire une condition de Neumann pour la vitesse prédite sur
cette partie de la frontiére :

~n+1 +1,, _ ntl
Va"mT n—p"in =g}
De plus, sur la condition "™ n = 4" . n sur le bord I'p résulte de la condition au bord de type

Dirichlet sur 2" dans I'étape de prédiction de vitesse. Enfin, la décomposition de Leray (|11]) et
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la condition p"t! = p" sur I'y permettent d’identifier u"+!

~n-+1 .
"t sur le sous espace affine suivant :

comme étant le projeté orthogonal de

{v e L2(Q)% divo = 0, v-n = u™ -n sur I'p}.

Remarque 1.1 (Conditions au bord dans I’étape de projection de vitesse)
+

La vitesse prédite u'* L satisfait les conditions au bord du probléme initial (1.1), mais ce n'est pas
le cas de la vitesse corrigée u ', Les conditions au bord de étape de projection (Systéme 1.4)
sont dites artificielles (i.e. non vérifiées par la solution du probléme couplé) : pour tout n € N,

Vph-n =Vpl.n, sur I'p,

p" =", sur I'n.

Ces derniéres conditions générent une perte de convergence en espace [41] et constituent un
inconvénient majeur de ce type de méthode.

L’algorithme de projection incrémentale est rappelé ci-aprés (Algorithme 1.2), avec les deux
formulations possibles de ’étape de projection. En pratique, tous les résultats de ce manuscrit sont
obtenus par résolution du probléme de Poisson (Etape 2') qui offre la possibilité de découpler le
calcul de la pression de celui de la vitesse et de résoudre d problémes scalaires indépendants les uns
des autres.

Algorithme 1.2 (Méthode de projection incrémentale pour le probléme de Stokes)

Supposons que (u™,p™) sont connus, tels que divu™ = 0.

1- Prédiction de vitesse :
n+1

Trouver u tel que :
~7L+1 n
u' —u _
A7 — AT+ VPt = P dans Q,
vt = u%“, sur I'p,
L vVa'tton—pin = gvtt,  surTy.

2- Projection de vitesse (probléme de Darcy) :

Trouver (u™ L, p"*1) tels que :
W + Vot =0, dans Q,
divu™t =0, dans Q,
Wt n=a"""n, surlp,

L " =0, surTy.

2’- Projection de vitesse (probléme de Poisson) :
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Trouwver ¢" 1 tel que :

1 ~
—Agntt = AL diva™t, dans 2,
Votl.m =0, sur I'p,
"t =0, sur I'y.

Alors " "
prT =pt "

u'tl ="t - AtV

I.2 Schéma discret en temps et en espace

Afin d’obtenir les équations discrétes de Dalgorithme & pas fractionnaires que l'on vient de
présenter, il nous suffit de choisir les fonctions de forme Rannacher-Turek comme fonctions tests
dans la formulation variationnelle de ’algorithme 1.2. Rappelons que ’élément fini de Rannacher-
Turek [83] (Annexe A) est un élément fini mixte, défini sur des quadrangles comme suit :

— les inconnues de vitesse sont situées aux arétes si d = 2 ou faces si d = 3. La vitesse discrete
appartient a ’espace d’approximation noté Xp des fonctions Q; par cellules. Le degré de
liberté en vitesse associé a o et a la composante 7 est noté u,; et déterminé pour que la
moyenne du saut de u; soit nulle a travers o. De ce fait, la vitesse discréte est discontinue et
cet élément est non conforme.

— Les inconnues de pression sont situées au centre des cellules, et la pression est constante par
maille. Nous notons M}, ’espace discret d’approximation pour la pression.

I.2.1 Etapes de prédiction et de projection (probléme de Darcy)

Afin d’inverser facilement celle-ci, nous utilisons une version lumpée de la matrice de masse en
vitesse, i.e. la matrice diagonale M de coefficients :

Mpo= 3 / (). o),
o'ee\ep U

c’est-a-dire |D,| par les propositions A.2 et A.4 (¢f Annexe A).

Ce procédé conduit a ’algorithme suivant :

1 - Prédiction de vitesse — Trouver @' € X}, tel que :
Voe&\Ep, V1<i<d,

DO’ ~n n ~n 7 o 1: %
|At| [ar it — ] + Z / va't Vel da — Z / p" divep?) da
KeT, 7K KeT, MK

Z/f(w,t"“)wff)dwr/ gn(x, ") - o) do.
Q I'n
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2 - Projection de vitesse — Trouver u"t! € Xp, et p"t! € My, tels que :

Vo€ E\Ep, V1<i<d,

1Dy | [ +1 _ ~ +1 Z / +1 _ (@
— |uoT - "t ") divepy de = 0,
At K (16)
VK € Tp, / diva" ™ da = Z lo| u™ - ng, = 0.
K oeE(K)

Dans ces écritures, pour tous 1 <i < d et g € Mp,

Vo € Ent, o = K|L, Z / qdlvcp Z qK/ dlvcpo T,
KeTh KeT,
=Y ‘nKe de,
KeT, oK
- Y Z —_— /~% do, (L7)
KeTh gel(K 7
= |o| (grx — qr) nK,a,'La
Vo € Eext \5])7 0 = K’&’Ut’ Z / q le‘P = |U| dK MK
KeTy,

Au premier coup d’oeil, comparé & la version semi-discréte de la méthode de projection incrémentale,
il peut paraitre déroutant que ’ensemble des conditions au bord de Dirichlet soit imposé & la vitesse
corrigée. En effet, 'espace d’approximation X3 impose une condition de type Dirichlet sur la vitesse
alors que dans l'algorithme semi-discret, seule la composante normale de celle-ci est fixée. En fait,
Pexpression (1.7) du gradient de pression discret montre que, pour la discrétisation particuliére
considérée ici, le gradient de pression discret sur une face o est colinéaire & son vecteur normal,
donc les vitesses tangentes aux faces (et donc a la frontiére du domaine) sont dans tous les cas
laissées inchangées au cours de ’étape de correction de vitesse (i.e. qu’elles soient imposées ou

pas).

1.2.2 Le probléme elliptique discret et les conditions au bord artificielles pour
la pression

L’élimination de u™*! est réalisée sur le systéme discret (I.6) pour obtenir la contrepartie dis-
crete de (I.47). Ainsi, le probléme elliptique discret portant sur I'incrément de pression n’est pas
posé explicitement (comme dans le cas semi-discret), il en est de méme des conditions au bord
pour l'incrément de pression. Nous allons montrer que I'on retrouve en fait les conditions au bord
imposées dans (1.4’) en exprimant 1'opérateur Laplacien discret.

Pour cela, considérons une maille K € 7; et multiplions la premiére équation de 1’étape de pro-

jection de vitesse (1.6) par lo| nk»; et sommons les équations obtenues pour 1 < i < d et

1
| Ds |
o € E(K). On obtient :

2 2
Z |g’ |:¢7[1(+1 o ¢7[1/+1j| + Z |g| (p;z(—i—l

UegintaU:K|L ‘ U| UG(Eext\ED)OE(K) | J|
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ou la quantité gb}?‘l désigne la différence de pression aux instants n + 1 et n, i.e. p}?’l — Pk, sur

chaque maille K € 7j,.

Le membre de gauche de cette derniére égalité est une approximation volumes finis d’'un opéra-
teur Laplacien, mais pas consistante, puisque, pour un maillage uniforme, il est facile de voir que
le coefficient |0|?/|Dy| est d fois plus grand que pour les approximations volumes finis usuelles ;
c’est probablement relié au fait que 1’élément fini de Rannacher-Turek est connu pour fournir une
approximation non consistante du probléme de Darcy. Les conditions au bord de I'algorithme semi-
discret 1.2, c’est-a-dire des conditions de Neumann homogeénes sur chaque face o € Ep et de Dirichlet
homogénes sur chaque face o € Eex \ Ep, sont incorporées dans cet opérateur (Equation (I.8)).
Cependant, sur I'y, les conditions au bord sont imposées dans un sens plus faible que pour des
approximations conformes pour lesquelles la valeur des degrés de liberté est fixée exactement en
un point. On peut donc s’attendre & ce que l'influence des conditions au bord s’atténue lorsque
le pas de temps tend vers zéro; ce comportement est effectivement observé dans les expériences
numeériques présentées dans la section 1.4.

I.3 Analyse variationnelle discréte et estimations de l’erreur de
splitting

Nous supposons dans cette section que la vitesse au bord est nulle, c’est-a-dire :
'y=0 e up=0.

Sous cette hypotheése, nous donnons une analyse d’erreur pour le schéma proposé, découpée en
deux étapes : d’abord, nous donnons I’analyse d’erreur dans un cadre variationnel discret abstrait
(Section 1.3.1), et ensuite nous montrons que le schéma présenté dans ce chapitre entre dans ce cadre
de travail (Section 1.3.2). En particulier, nous estimons l’erreur de fractionnement pour le schéma
discret proposé et nous montrons, sous ’hypothése que le probléme de Stokes est régularisant, des
estimations d’ordre deux en temps pour l’erreur de splitting en vitesse (dans [2(L2)%) et d’ordre un
pour la pression (dans [2(L?)).

I.3.1 Analyse formelle de la méthode de projection incrémentale

Nous donnons dans cette section la preuve du fait que ’erreur de fractionnement associée a
la méthode de projection incrémentale est d’ordre deux en temps pour la vitesse (dans 12(L?)9),
sous I’hypothése que le probléme de Stokes (continu) est régularisant, autrement dit : si le second
membre f appartient a Uespace L2(2)%, alors la solution (w,p) de ce méme probléme appartient
a Pespace H2(Q)? N H}(Q)? x HY(Q) (Définition 1.16 ci-dessous). L’avantage de travailler avec
Perreur de fractionnement (i.e. la différence entre la solution fournie par la méthode de projection
et la solution du schéma implicite) est double. D’abord, & condition de pouvoir interpréter le
schéma considéré comme une méthode Galerkin, I’analyse d’erreur est formellement la méme dans
le cas discret que dans le cas semi-discret : nous travaillons sur des formulations variationnelles,
peu importe que les espaces fonctionnels soient discrets ou continus (en espace). Ensuite, 'erreur
de splitting est irréductible, et utiliser des schémas en temps d’ordre supérieur n’améliore pas
la précision. L’analyse de l'erreur de splitting peut donc étre menée avec une discrétisation en
temps d’Euler rétrograde. Bien str, pour obtenir ’ordre de convergence du schéma numérique, les
estimations portant sur ’erreur de fractionnement doivent étre combinées avec ’analyse d’erreur
du schéma implicite (seulement d’ordre un en temps pour Euler) et incorporer I'erreur associée a
la discrétisation spatiale.
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La preuve présentée dans cette section consiste essentiellement en une adaptation de travaux
existants : voir [88, 89, 90] pour des travaux majeurs, dans des cadres semi-discrets, et [38, 43, 40]
pour Panalyse de schémas discrets (éléments finis conformes). En particulier, la “version conforme*
du résultat prouvé dans cette section est donnée dans [40, Section 5].

Nous nous inspirons du formalisme de [38], que nous adaptons pour traiter de discrétisations
non conformes. Pour 0 < n < N, supposons donc que le schéma de projection considéré consiste &
déterminer (@™ w T prtl) € V x X x Q tels que :

1

A—t(ﬂmrl —u",v) + (Va", Vo) + (Vp*,v) = (77, v), Yo eV, (L.9a)
1 ~
E(u"“ — "t w) + (VT = p"),v) =0, Vv e X, (1.9b)

(u"t,Vvq) =0, Vg € Q, (L.9¢)

ou VY représente un espace vectoriel discret de fonctions & valeurs vectorielles, O est un espace
vectoriel de fonctions scalaires, X est ’espace vectoriel contenant les fonctions de V et le gradient
des fonctions de Q, habituellement noté X =V 4+ V Q. De plus, (-,-) désigne un produit scalaire
sur X et < -,- > représente le produit scalaire L2. Les fonctions de V et Q sont supposées de carré
intégrable, i.e. V C L2(Q)?% et @ C L%(Q). Dans ce chapitre, nous définissons une norme sur X
par :

Vv e X, ||U||2 = (v,v),

et notons || - ||z la norme usuelle de I'espace L2. Deux opérateurs gradient différents apparaissent
(avec la méme notation) dans cette formulation : le premier s’applique aux fonctions de V & valeurs
dans 'espace L2(9)?*¢ tandis que le second s’applique aux fonctions de Q et prend ses valeurs dans
un sous-ensemble de X.

L’algorithme doit étre initialisé par les données de u® € V et p° € Q.

Remarque 1.3 (Définition de X', Vp et probléme elliptique de pression)

La définition du sous-espace X est complétement déterminée par la définition du gradient de
pression, laquelle peut-étre adaptée pour représenter différentes techniques de correction de pres-
ston. Deux cas sont souvent rencontrés dans la littérature :

— Les méthodes non-algébriques avec un probléme de Poisson pour la pression. Dans ce cadre

de travail, pour la plupart des cas, Uespace Q est inclus dans H' (), Vq représente le gradient
usuel de la pression discréte q, et le probléme elliptique pour lincrément de pression est obtenu
par une discrétisation usuelle du probléme de Poisson semi-discret. L’équation (1.9b) est alors
utilisée deux fois : d’abord avec Vq, q € Q, comme fonction test, pour calculer incrément
de pression du probléme elliptique discret; ensuite, avec des fonctions tests de l'espace V,
pour obtenir la vitesse finale comme projection orthogonale de la vitesse prédite par rapport
au produit scalaire (-,-) de V.

— Les méthodes algébriques. Dans ce cas, X =V, et lopérateur gradient est défini par
dualité (i.e. Vq est le représentant de V, pour le produit scalaire (-,-), d’une forme linéaire
obtenue par discrétisation du gradient). Notons que, ici aussi, en utilisant pour fonctions tests
Vaq, q € Q, cela conduit & un probléme elliptique discret pour l’'incrément de pression, o partir
duquel la vitesse finale a été éliminée ; Uopérateur de ce probléme est le complément de Schur
du probleme de Darcy (1.9b)—(1.9¢). Cependant, cette technique est pertinente seulement si
Uinverse de la matrice de masse en vitesse (i.e. la matrice associée au produit scalaire (-,-))
peut-étre facilement calculée.
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Les calculs menés dans la suite de cette section sont valides dans les deux cas, mais bien stir
le controle d'une norme du gradient de pression notée ||Vp| dépend du cas considéré. Le schéma
étudié ici appartient & la seconde classe de méthodes, avec une matrice de masse diagonale pour la
vitesse.

Lemme 1.4 (Stabilité du schéma)

La solution du systéeme (1.9) satisfait, pour 0 <n < N —1 :

P+ =t |? a4 248 [Vt

FAR [V V] = 288 (.

Démonstration Utilisons la fonction test v = 2At %™ dans I'équation (1.9a), nous obtenons

[ = P o+ [ — wt)? + 280 (Va2
(1.10)
1oAY (Vpn,ﬁnJrl) — 9A¢ <fn+1’ﬁn+1>.

Ensuite, nous écrivons I’équation (1.9b) sous la forme suivante

<[Alt n+1 N v/ n+1] [Ait,anqtl + Van,U> — 0’

et nous choisissons v tel que :

ﬁv: [At u"tt 4V ”“] + [Altﬁ”“Jer”] €X
dans cette équation. En remarquant que (u"*!, Vp™*!) = 0 par I'équation (I.9¢), cela conduit & :
lu™ P — a2+ A [V P — [Vt 7] - 24t (@, VpT) = 0. (L.11)
Nous concluons la preuve en ajoutant les équations (I.10) et (I.11). [

Remarque 1.5
Bien sir, le lemme 1.4 conduit & un contrdle de la solution seulement si le second membre de
Uéquation peut étre absorbé dans le membre de gauche. Cest le cas, avec la méme estimation que
dans le cas continu, si une inégalité de Poincaré discréte (Relation donnée par linégalité (1.24)
ci-dessous) est vraie.

Avec les notations introduites ci-dessus, pour 0 < n < N et en supposant que uj,,, € V est
connu, le schéma implicite discret associé a I’équation (I1.2) consiste & trouver (ufnt;, p?,;:;) €EVxQ
tels que :

1

n+l n n+1 n+1 n+1
Kt(uimp - uimp7 'U) + <V ’me ) Vv) (szmp ? ) <f bl v>7 v,U 6 v, (112a)
(upt), Vq) =0, Vg e Q, (1.12b)

et nous faisons les hypothéses de régularité suivantes pour ce systéme :

||V(pz;fpl Pimp)| < ¢ At,  pour 0 <n < N, (1.13)
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ou ¢ est un réel positif.

Définissons les erreurs de fractionnement €" € V, €™ € X et ¢" € Q définies pour 0 < n < N
par :

n n n =N

— N n n
e"=u"—-up,, € =u —u

) n
imp> € =D _pimp'

Pour 0 < n < N, on considére de plus ¢ € Q la quantité :
_ +1
Y =p" = Pinp-

Il est naturel de supposer que le schéma est initialisé de telle sorte que €® = 0 et nous pouvons
arbitrairement définir € = 0 puisque %’ n’apparait jamais dans Palgorithme. La quantité Pimyp
n’apparait pas dans le schéma implicite, mais nous utilisons par la suite ’hypothése (I.13) pour
n = 0, donc la question de l'estimation de €® se pose en effet; pour simplifier, et aussi pour
éviter des irrégularités possibles en temps de la solution du schéma implicite au temps ¢ = 0, nous
supposons que 'algorithme de projection est initialisé par des (au moins une) étapes du schéma
implicite, donc nous avons aussi €0 = 0. Ensuite, prenant la différence entre (I1.9a) et (I.12a) pour

la premiére équation, entre (1.9¢) et (I.12b) pour la troisiéme équation et soustrayant u’"'! (resp.

imp
p%“;) aux deux premiers termes (resp. troisiéme et quatriéme termes) de (I1.9b), nous obtenons le

systéme (1.14) suivant pour les erreurs de fractionnement, pour 0 <n < N :

1

E(éﬂ“ — ", v) 4+ (Ve" Vo) + (VY™ v) =0, Yo eV, (1.14a)
1 _
Kt(e"Jrl — " v) + (V(eT — ™), v) =0, Yo € X, (I.14b)

(e"t,Vvq) =0, Vq € Q. (I.14c)

Pour aider le lecteur & comprendre la démarche afin d’établir des estimations pour ’erreur de
fractionnement, nous rassemblons ici les principales étapes de la preuve :
— Dans le cadre discret, nous définissons des produits scalaires appropriés et des normes pour
formuler le probléme discret sous forme variationnelle (Section 1.3.2).
— Nous établissons des estimations d’erreur d’ordre un en vitesse :

n n
lel? + 3 8" — ef 12+ 280 S [VEH|E + A2V < e AL,
k=1 k=1

— Les incréments d’erreur de splitting 6e* = e — eF~1 et 0¢* = ¥ — €1 satisfont le schéma
de projection incrémentale avec un second membre dans l'étape de prédiction donné par
“V(Spfnt; = pfnt; — prmp+pf;;”. Le lemme de stabilité (Lemme 1.4) et le lemme de Gronwall
discret (Lemme 1.6) ci-dessous conduisent a :

15e™|* + 24t > [ VIr |7 + AL Vie™|* < c At
k=1

— Les estimations précédentes sur les incréments d’erreur de fractionnement et 1’équation sa-
tisfaite par 'incrément de pression d€* conduisent a :

le* —&"|| < cAt?.
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— Une estimation d’ordre deux pour les erreurs de fractionnement en vitesse e et &b est
obtenue en utilisant I'inverse de I'opérateur de Stokes S~ : les termes de pression s’annulent
lorsqu’on multiplie par S ~1e* une reconstitution de I’équation de conservation de la quantité
de mouvement satisfaite par les erreurs de fractionnement.

— Une estimation d’ordre un pour les erreurs de fractionnement en pression €* est alors obtenue
si la condition inf — sup discréte est satisfaite.

Nous donnons maintenant une premiére estimation des erreurs de fractionnement. Au cours de

la preuve, nous utilisons le lemme de Gronwall discret suivant [82, p. 14].

Lemme 1.6 (Lemme de Gronwall discret)

Supposons que (0"™)nen et (¢")nen sont deuz suites de réels positifs, et que les suites (0™)nen

satisfont 00 < go et :
n n—1
V=1, 0"<> g+ 50"
k=0 k=0
Alors, nous avons :

n n—1
Vn>1 6"< [ gk] exp [ 5k] .
0 k=0

Lemme 1.7 (Estimations de ’erreur de fractionnement d’ordre un pour la vitesse)

Supposons que 'équation (1.13) est satisfaite. Alors pour 1 <n < N, on a :

n n
le™ >+ > 16" — " + 24t > [ Ve | + AP Ve|P < c A,
k=1 k=1

Démonstration Nous remarquons que le systéme (1.14) a la méme structure que le systéme (1.9),
donc le lemme 1.4 donne, pour 0 <n < N :

le™ 12— flem|? + &t — e”|* + 24t [VerHE + AR [ Ve P — vyt = 0. (L15)

. n_ .n n+1 n+l _ , n+l n
Nous observons maintenant que Y™ = €" — dp;, avec dp; ., = Py — Piyny-

a > 0, par les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on a

Pour n’importe quel

imp imp imp

1
Ve + VoiiIE < (19 + IVaa)° < (1) [V + (14 1) IVl
a
Nous pouvons alors écrire, sous 'hypothése (1.13) :
mmp

1
VeI < (14 A Ve + (1 n m) IVl < (14 A1) [V + eAt,

Retournant & l’équation (I1.15), nous avons :

len P — Jle”[? + (& — e + 2at [ Ve %

HAL [V — Ve |?] < A Ve | + cAt?.
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En sommant cette équation sur les pas de temps, on obtient pour 0 < n < N fixé :

n n
lenl? + D Ile” —e* 1P +2at Y Ve + A Ve
k=1 k=1

_ (1.16)
<Y AP VP 4 oT AF.
k=0
Cette relation conduit en particulier & :
n—1
ALV P <> AL VP + T AL,
k=0

et, puisque nous supposons que €’ = 0, le lemme de Gronwall discret (Lemme 1.6) ci-dessous conduit
a At?||[Ve|? < cAt?, pour 1 < n < N. En utilisant cette inégalité dans I'inégalité (1.16), nous
obtenons la conclusion. ]

Remarque 1.8 (Une hypothése de régularité plus faible)

L’hypothése (1.13) est la contrepartie discréte d’une estimation pour la dérivée temporelle de la
pression solution du schéma implicite dans lespace L>°(0,T; HY(Q)). En ezaminant la preuve du
lemme L7 et ’énoncé du lemme de Gronwall discret, il apparait qu’un contrdle pour la norme

L2(0, T; HY(Q)) discréte serait suffisant, i.e. :

N—-1
S ALV = PP < e A
n=0

Retournons maintenant aux estimations d’ordre deux. Pour cela, la premiére intuition consiste a
supposer que la différence entre les vitesses prédite et finale |[u™ —u"|| (ou, de maniére équivalente,
|e” —€"||) se comporte en At?. En effet, cela est suggéré par ’équation (I1.9b), qui peut étre écrite
sous la forme :

(un—H _ ,an—i—l’ ’U) = At (V(pn+1 _ pn)7 ,U)
= At (V(prt! Pimp)s V) + At (V (et —en),v), Vv e X,

imp

(L.17)

combiné a ’hypotheése (1.13), i.e. ||V(pf£pl —Pinp) | < c At Evidemment, il reste & prouver qu’une
estimation similaire est vraie pour ||V (e"*! — €)||; reportons cette preuve pour I’instant (donnée
au lemme [.11), et supposons que nous avons, pour 0 <n < N :

lu" —@")|_fle" — & < e A, (118)

oll ¢ est un nombre réel donné dépendant seulement de la régularité de la solution du schéma
implicite. Cette relation suggeére que la vitesse prédite est presque (i.e. a une erreur d’ordre deux
en temps prés) a divergence nulle. La maniére d’exploiter cette remarque est alors de reconstituer
une équation de conservation de la quantité de mouvement (variationnelle) pour e et de choisir
comme fonction test une projection de e sur I'espace des fonctions & divergence nulle, éliminant
ainsi les erreurs en pression du calcul. Pour mener & bien cette démarche, nous avons besoin de
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supposer que nous pouvons construire une telle projection satisfaisant des propriétés de stabilité
fortes, que nous définissons maintenant.

Définition 1.9 (Inverse de opérateur de Stokes)

Soit S~1 opérateur qui, a chaque fonction v € V associe S~'v € V défini par :
(VS™lv, Vw) + (V¢ w) = (v,w), Vw eV,
(Vg,87'v) =0, Vg € Q,

avec ( € Q.

Ensuite, supposons que I'opérateur S~! satisfait les propriétés suivantes.

(S1) La forme bilinéaire sur V x V définie par (v,w) — (S~ v, w) est symétrique, positive et
associée a une semi-norme sur V notée | - ||« (i.e. |v]|? = (S~!wv,v), pour tous v € V).

(S2) De plus, pour chaque v € V, la quantité (V.S~!v, Vo) controle presque le (carré de) la
norme L? de v :

Va € (0,1), il existe ¢(a) > 0 tel que, Vv € V,
(VS™lu, Vo) > (1 —a) |v||* - ¢(a) inf ||v—w|?
weH
ou ‘H représente ’espace des vecteurs & divergence nulle :
H = {w € X tels que (w, V() =0, ¢ Q}.
Nous montrons dans la section 1.3.2 que '’hypothése (S2) est satisfaite si le probléme de Stokes

(stationnaire) continu est régularisant, ce qui est vrai si le domaine € est convexe [17, 3.

Nous sommes maintenant capables d’énoncer un contrdle des erreurs de fractionnement.

Lemme 1.10 (Estimations de ’erreur de fractionnement d’ordre deux pour la vitesse)

Supposons que l'inégalité (1.18) est satisfaite. Alors, sous les hypothéses (S1) et (S2) concernant
Uinwverse de l'opérateur de Stokes, il existe un nombre réel ¢ dépendant seulement de la régularité
de la solution du probléme implicite tel que :

N N
SoAt? + S Atflen|? < c At

n=0 n=0

Démonstration Comme annoncé, en prenant la différence entre les équations (I.14a) et (I.14b)
écrite au temps précédent, nous reconstituons une équation de conservation de la quantité de
mouvement pour la vitesse prédite, qui s’écrit, pour 0 <n < N :

L@ &)+ (Ve V) — (V(0) =0,

ol nous avons utilisé (par convention) e’ =0 et ou ("™ représente une fonction de Q. En prenant
v = 2At S71e" ! dans cette relation, les termes de pression s’annulent et en invoquant I’hypothése
(S1), nous obtenons :

e THIE + lem — e 2 — (€2 + 24t (Ve vis et = 0.
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Nous appliquons maintenant (S2) avec a = 1/2 pour faire apparaitre la quantité At H~n+1H2, ce
qui conduit & :
& FHZ + (et — et |2 — (1" + At fle"TH* < 2¢(1/2) At Jof [e" ™ —w|?,
d’oil, en prenant en particulier w égal a e"*! et en utilisant (1.18) :
€™ + e = F — [lemF + At e H? < 2¢(1/2) At et — e P < 2¢(1/2) AP

En sommant cette relation pour 0 < n < N et en utilisant e = 0, ceci conduit a la premiére partie
de I'inégalité attendue. La deuxiéme partie découle de I'inégalité triangulaire ||e™|| < |[€"]+]|[e" —e"||
et de l'utilisation une seconde fois de I’équation (I.18). [

Nous devons & présent montrer 1’équation (I.18). Pour cela, 'idée est d’utiliser une preuve
similaire & celle du lemme 1.7, mais pour les incréments en temps des erreurs. Nous définissons
ainsi, pour 0 <n < N :

Se = e" — enfl’ e =" — Aén—1’ Se = " — enfl, 51/)n — ¢n _ wnfl'

Rappelons que, par convention, nous avons défini e” de telle sorte que de' = ¢! En prenant la
différence du systéme (1.14) a deux pas de temps consécutifs, nous obtenons le systéme d’équations
suivant, pour 0 <n < N :

1, ~
E(de”“ —de™,v) + (Ve Vo) + (Vo™ v) = 0, Yo ey, (I.19a)
1 n+1 ~n+1 n+1 n
E((Se —0e"",v) + (V(de"™ — oY), v) = Vv e X, (I.19b)
(6e" Vq) =0, Yq € Q. (I.19¢)
Faisons & présent les hypothéses suivantes de régularité pour la solution du schéma implicite :
HV(pZ:; — 2Dimp —i—plmp)H <c¢At?, pour0<n< N, (1.20)

ol ¢ est un nombre réel positif.

Lemme I.11 (Estimations pour les incréments d’erreur en vitesse)

Sous Uhypothese (1.20), pour 0 <n < N :

I5e™|* + 24t > | VX |7 + At Vae|* < c At
k=1

Par conséquent, V€| < c At pour 0 <n < N, et Uinégalité (1.18) est vraie.

Démonstration TL’idée de la preuve est la méme que pour le lemme 1.7, Péquation (I.15) étant
maintenant remplacée par les relations suivantes, vraies pour 0 <n < N :

6e"TH[* — |6e™||* + [5e" T — de™|* + 2A¢ ||V oem .
(1.21)
FAZ [ Va2 — | voy"|*] = 0

n+1
p; imp

W™ |2 < (14 At) | Ve + ¢ AL,

Notons maintenant que 09" = de™ — ( ) p?n:z} ), alors ’hypothése (1.20) implique :
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ou c dépend seulement de la régularité de la solution du schéma implicite. Retournons a ’équa-
tion (I.21), nous avons :

l6e™ 12 — [[6e™|* + [|5€" " — de™ | + 2A¢ ||V oe" |2,

FAL [V — Ve |?] < AP [ Vem|? + c AP

Sommons ces équations, la somme portant sur les pas de temps pour 1 <n < N, d’ou :

I5e™|* + 24t > [ V5er |7 + At | Ve
k=2
n—1
S ALY AL VOF|? + [[6e P + AL Ve |? + T At
k=1

(1.22)

Puisque 'initialisation du schéma vérifie € = 0 et € = 0 et que nous avons arbitrairement posé
e’ =0,0nadel =e!, ge! =€, ol =€l et Y = p}mp — p?mp, Péquation (I.15) écrite pour n =0
conduit & :

[6e! | + |5€X | + 24t [ Ve |f. + AL [|VEe!* = AL [V (B, — Do) P < c AL,
et nous concluons la preuve en utilisant le lemme de Gronwall discret. L’équation (I.18) découle de

léquation (I.17). [

Remarque 1.12 (Une hypothese de régularité plus faible)

L’hypothése (1.20) est la contrepartie discréte d’une estimation de la dérivée seconde temporelle
de la solution en pression du schéma implicite dans L°°(0,T; HY(Q)). Une fois encore, la preuve
du lemme 1.11 montre qu’un controle dans la norme L2(0,T;HY(Q)) discréte serait suffisant
(puisqu’on somme sur les pas de temps pour obtenir l'inégalité (1.22)), i.e. :

N-1
DALV (ptt =2, + PP < At
n=1

Nous finissons en donnant une estimation d’erreur pour la pression. Pour cela, nous avons besoin
de faire les hypothéses suivantes sur les espaces fonctionnels considérés :
— la paire (V x Q) satisfait la condition inf-sup :

Yee 0. sup (Vg,v)

T~ = Bllalle, 1.23
oEY HV,U”L2 ” HL ( )

ol f est un nombre réel donné,
— les fonctions de V satisfont une inégalité de Poincaré, i.e. il existe un nombre réel ¢, tel que :

VoeV, |v]<cel|Ve. (I.24)

Lemme 1.13 (Estimations de I’erreur de fractionnement d’ordre un pour la pression)

Supposons que les inégalités (1.13) et (1.20) sont wvraies. Alors, sous les hypothéses (1.23)
et (1.24), il existe ¢ dépendant seulement de 3, ¢, et de la régularité de la solution du schéma

implicite tel que :
N-1

> A7 < cAE.

n=0
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Démonstration La premiére équation (I.14a) du systéme contrdlant les erreurs de fractionnement
s’écrit, pour 0 < n < N et pour tout v € V :

1 ~n n ~Nn 3 V23
(Veh,v) = —E(e t_e ,v) — (Ve 1 Vo) + (V(pmf; ~ Dimp)> V),
1 =n n 1 n n =N T 3
= —E(e T entl ) — E(e e v) — (Ve Vo) + (V(pmf; — Dimp)s V),

donc les équations (1.23) et (I.24) impliquent :

el < e (57 187 = e+ 1 et — e+ V& s + [V (0t — b)),

avec c¢; dépendant seulement de 3 et ¢,. Nous obtenons donc :

1 s 1
lenlf2 < 46} (535 187+ = 12 + 15 lem+t — e
~n+1
HIVE T+ IV G = Py I2).

et nous concluons en multipliant par At, en sommant sur n et en utilisant l’équation (1.18) (con-
séquence du lemme I.11), les lemmes 1.11, 1.7 et ’équation (I.13). [

I.3.2 Cadre variationnel discret et estimations d’erreur de splitting

Le but de cette section est de montrer que le schéma discret présenté dans la section 1.2 en-
tre dans le formalisme utilisé dans la section 1.3.1, et que les espaces discrets satisfont aussi les
hypotheéses de la section 1.3.1, conduisant & un controéle des erreurs de fractionnement.

Commengons par définir les opérateurs gradient discrets. Pour la vitesse, nous utilisons les
définitions habituelles, i.e. pour v € Xp, nous définissons Vv comme la fonction de L2(0)%*¢ égale
presque partout (c’est-a-dire a U'intérieur des cellules) au gradient de v. Concernant le gradient de
pression, adoptons les notations de la figure 1.1.

cellule diamant

maille primale

o aréte primale
e aréte duale
K, L cellules primales

D, maille diamant

F1GURE 1.1 — Notations concernant les volumes de controle et les cellules diamant.

Pour ¢ € My, nous définissons V¢ comme la fonction de X} définie par :

g
Vo € gint, g = K|L, (Vq)o' = |’D|’ (qL — qK) NKo- (1.25)
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Notons que, puisque nous avons supposé que Vq € Xp,, alors (V¢q), = 0 pour chaque face externe.

Identifions maintenant 1’espace abstrait V de la section 1.3.1 & Xp, Q & My, et, avec la défi-
nition (I.25) du gradient de pression, nous avons X = Xp,. Le produit scalaire discret sur X (ici
X}) est choisi comme :

Vv, we X, (v, w) = Z |Do| vo - W (1.26)
Uegint
Notons que, avec cette définition, les normes || - || et L? sont équivalentes.

Combinons les définitions du gradient de pression discret (I.25) avec celle du produit scalaire
discret (I1.26), nous obtenons, pour tous v € Xp et ¢ € My, :

(Vg,v) = Z lo| (¢r — aKr) vo - Ngs = — Z / q divv dx.
K

0€Em;, o=K|L KeTh

Cette relation a deux conséquences. D’abord, il est facile de voir que le schéma, écrit comme dans
léquation (I1.9) est en effet le schéma considéré. Ensuite, la condition inf-sup (1.23) est en fait la
condition inf-sup habituelle pour les éléments finis Rannacher-Turek ou Crouzeix-Raviart, elle est
donc satisfaite [13, Chapitre VI.4]|.

De facon similaire, la définition (classique) du gradient de vitesse implique que l'inégalité de
Poincaré (1.24) est aussi vraie [78].

Retournons maintenant & ’étude des propriétés de l'inverse de 'opérateur de Stokes. Pour cela,
nous utilisons les lemmes suivants. La preuve du premier se trouve dans [78, 6] ; la seconde découle
des lemmes de trace obtenus pour des maillages quelconques de R? ([2, Théoréme 3.10], ou [29,
Lemme A.1]), combinés avec une hypothése de régularité du maillage.

Lemme 1.14 (Inégalité de Poincaré)

Pour tout domaine conveze w, et pour toute fonction ® € H' (w) telle que

/wcb(x) de = 0,

diam(w)

nous avons -

1@l (w) < IV @[r2)a,

™

ot diam(w) représente le diamétre de w.

Lemme 1.15 (Lemme de trace)

Soient K une cellule de Tj, et o une face de K. Soit v une fonction de H'(K)%. Alors il existe
un réel ¢ tel que :

1 c
’0’|/U2 do < m (HUH%Q(K) + h%{ ”VUH%P(K)d) )

ot hi représente le diamétre de K.

Démonstration (idée dans le cas d’un maillage structuré) Soit v € H'(K)?. Supposons, pour
simplifier, que o est la face d’équation {x = 0}.
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/U’UQ do:/l{ax<[1—’§|] v2> da.

En effet, puisque n est constant sur 'aréte o,

= / <1 — x> U2’I’L3K do.
oK o]

Le résultat découle de la formule de Green. Cette égalité est cruciale pour la suite de la preuve
et repose essentiellement sur la structure du maillage.

1. On a

2. Par la premiére étape,

2
/’U2 do —/ <_v+2(1_a:) v@mv> dx,
. K\ o o]

o]
:w K’”P""QHU‘_”UHU&?”’ dex | .

Puis, par l'inégalité de Young, il vient
2/ (lo] = 2)vdyv dz < (h[|Vollo)® + |[v]3-
K

D’ou le résultat en notant h = max hg.
KeTy,

Nous avons aussi besoin d’introduire un nombre réel ¢, caractérisant la quasi-uniformité du
maillage, défini par le fait que I'inégalité suivante est vraie :

max A< %

KeTy, oe€(K) |Dk ol ~— h

(1.27)

Compte tenu de la définition des mailles diamant (Section A.1l), cette condition signifie que :
1
VK € Tp,Vo € E(K), |K| > — |o|h.
Cu

Nous prouvons que les propriétés (S1) et (S2) (données dans la section 1.3.1, aprés la défini-
tion 1.9) sont satisfaites pourvu que le probléme de Stokes continu stationnaire soit régularisant
dans le sens de la définition suivante 1.16.

Définition 1.16

Le probléme de Stokes continu stationnaire est dit régularisant s’il existe une constante c
(dépendant seulement de Q) telle que pour toute fonction f € L2(Q)?, la solution (u,{) €
HL () x LE(Q) du systeme :

/ Vu: Vode — / (divodxe = / fvdx, Vv € H(l)(Q)d,
Q Q- Q
/ gdivudx =0, Vg € L2(9),
. q

vérifie
[wlnz) + VEle @y < el flliz)-
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ar exemple, cette propriété est vraie si {) est convexe . Nous pouvons maintenant énoncer
P le, cett été est Q est 17,3]. N t té
les propriétés vérifiées par 'inverse de 'opérateur de Stokes.

Lemme 1.17

Soit Tp, un maillage de Q quasi-uniforme (Equation (1.27)).

1. Soit S~ Vinverse de lopérateur de Stokes discret donné par la définition 1.9. Alors la pro-
priété (S1) est vérifiée.

2. Supposons de plus que le probléme de Stokes stationnaire continu est régularisant (Défini-
tion 1.16). Alors Uhypothése (S2) est vérifiée, avec une fonction croissante c(a) du nombre réel
cu de Uéquation (1.27) caractérisant la quasi-uniformité du maillage.

Démonstration Soit v € X},. Rappelons que S™'v est défini par S~'v € X, et :

(VS™, Vw) 4 (V¢ w) = (v, w), Vw € X, (1.28a)

(Vq, S 1v) =0, Vq € My, (1.28b)

avec ( € My,.

Preuve de (S1) — Soit w € Xp. Prenons S™lw comme fonction test dans 1'équation (I.28a),
alors :

(v, 87 'w) = (VS o, VS w) + (V(, S w),

et ainsi, puisque S™'w est a divergence discréte nulle (i.e. par 'équation (I.28b) écrite avec w a
la place de v pour la définition de S™1w) :

(v, 57 w) = (VS v, VS~ w),
ce qui prouve la symétrie et la positivité (puisque < -,- > vérifie ces propriétés).

Preuve de (S2) — Pour le reste de la preuve, notons ¢; un nombre réel dépendant seulement de
Q et de la régularité du maillage. Définissons @ la fonction de L? telle que :

Yw € X, (v,w):/ﬁ-wdw.
Q

Par équivalence entre les normes | - || et L2, nous obtenons :
[DllL20) < e llvfliz (o)

Notons (ﬁ_l'ﬁ,g) la solution du probléme de Stokes continu avec v pour second membre, i.e.
(S719,¢) € HY () x LE(Q) tel que :

/ VS : Vwdr — / (divwde = / v - wdzx, Yw € H(l)(Q)d,
Q Q- Q
/ q div(S~'o)dx =0, Vg € L2(Q).
. q

Etant donné que nous supposons le probléme de Stokes stationnaire (continu) régularisant, nous
avons :

IVClle e < 2 [[vllz()-
De plus, le systéme (1.28) est une approximation standard du probléme de Stokes continu ci-dessus,
donc par des résultats de convergence standard concernant ’élément fini de Rannacher-Turek ou
Crouzeix-Raviart, on a :

1€ = ¢l < e3 b vz (1.29)
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Soit 7y, opérateur de projection défini de L?(2) sur Mp, obtenu en prenant la moyenne sur chaque
cellule :

V¢ e L2(Q), VK € T, (mhé)k =K / ¢dz.

Montrons les deux inégalités (1.30) et (1.31) dans la suite pour £ quelconque et appliquons-les
ensuite a ¢.

Par application immédiate du lemme [.14, cet opérateur satisfait la propriété d’approximation
suivante :

vE e HY(Q), I€ — mhélliz() < ca h [VE[L2 (e (1.30)

Par ailleurs, il vérifie la propriété de stabilité ci-dessous

Ve e H(Q), [|[Vmngll < c5 | VEIL2(a)a- (1.31)
En effet,
s ik
VRl esm K| |L|
(0=KIL)
IUP[ 1/ 1/ 2 1/ 1/ 2]
=2 o [ fde—— [ &do) + {7 [ fdx—— [ do
aezé;u Do <|K’ K~ o] Jo= ) (’L\ L o] Jo™ )
(o=K|L)
(1.32)

Soit §K la fonction définie sur K par :

1
K— _
€= i [ g0

Avec cette notation, pour o € &y, 0 = K|L, soit T, i la quantité définie par

/1 1 > 1 o \?
T@K‘(mﬂf‘iw‘w/gﬁd") —(m/f d”)

Par, successivement, I'inégalité de Jensen, le lemme de trace (Lemme 1.15) et I'inégalité de Poincaré
pour les fonctions & moyenne nulle (Lemme 1.14), on a :

T, x <‘ € < 2 (I g + Vel

cg Th

< 17 L 178 + IVl 2 00
h2

<cr— Vf
i el

Revenons a ’équation (1.32), il vient :

IU\

IVmel* <2 > 15
Jeglnt
(o= K\L) ) ,
o h h

o€ ’K‘
int
(o= KIL)

’ O'L TU,K)7
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ce qui conduit a I’équation (I1.31) en invoquant la régularité du maillage.

Nous sommes a présent capables de fournir une estimation pour V( en appliquant les inégalités (1.30)
et (I.31) que nous venons de montrer. Par inégalité triangulaire d’abord, puis par une inégalité in-
verse montrée ci-dessous, et enfin par les équations (1.29), (1.30) et (1.31), nous avons :

VSl < IVC = mQll + [IVand]|

C10

< == ¢ =mllle + V]
C
< 22 L IE = Cllee + 1S = mugllee | + IVmigl < en [l

Ainsi, pour tout w € H, H étant l'espace des fonctions a divergence discréte nulle, et o € (0,1) :

(VS™10, Vo) = vl = (V(,v) = ol = (V¢ v —w) > [lo]* = [|V¢]| v — wl|

2
C
> Jlol* = e [oll lv = wl| = (1= a)lo]* = 2 v - w]?,

ce qui est l'inégalité que nous voulions montrer. [

Dans la preuve précédente, nous avons utilisé le lemme 1.18 suivant (pour écrire que ||V (¢ —
O < G IC — mrcllLe) -

Lemme 1.18 (Inégalité inverse)

L’opérateur gradient de pression discret défini par l’équation (1.25) et le produit scalaire discret
défini par 'équation (1.26) vérifient l’inégalité inverse suivante pour un maillage quasi-uniforme
Tr, de Q (au sens de ['équation (1.27))

o]

Vq € My, V| <6 avec 0r = .
1€ My [Va] <0, lalus T o™ e D]

Démonstration Soit ¢ € My}. Par définition, on a :

0'2 g
vt = 3 - wr <z 3L g

0€Eint 0€Eint
(0=KIL) (o= K\L)

En réordonnant les sommes, on obtient :

v S S s g > o

KET;, a:K|L’ o KETy oc&(K) Dol

§0Th ZQK Z |DK,0|’

KeT,  oe€(K)

ce qui conclut la preuve, puisque Z Dk | = | K]. [
oe€(K)

L’application des résultats de la section 1.3.1 conduit maintenant aux bornes d’erreur attendues
du Théoréme 1.19.
Théoréme 1.19 (Estimations de ’erreur de fractionnement)

Soit Ty, un maillage quasi-uniforme de Q (au sens de U'équation (1.27)). Soient (u",p") o<n<nN

la solution du schéma de projection, (W, Piyy,) 0<n<n la solution du schéma implicite (1.12),
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et les erreurs de fractionnement définies par :

n n n ~Nn __ ~Nn n n __ 7 7

- Yimp> e =u — uimp? € =p _pimp7

pour 0 < n < N. Supposons que Uon peut poser € = 0 et € = 0; de plus, nous posons
arbitrairement €° = 0, ce qui est possible puisque a’ n’apparait jamais dans lalgorithme. Alors
nous avons les estimations d’erreur suivantes.

1. Supposons que la solution du schéma implicite satisfait ’hypothése de régularité en temps

suivante HV(PZ;Z} —Pimp)|l < €1 AL, pour 0 <n < N. Alors les erreurs en vitesse vérifient

lestimation d’ordre un suwivante :

n
le™||? + 24t > [ VEr|Z < c A2,
k=1
ot ¢ dépend seulement de c1, du domaine et de la régularité du maillage.
2. Si nous supposons de plus que la solution du schéma implicite est plus réguliére, c’est-

a-dire que ||V(p?;{; — 2P —i—pZ;;)H < cg At?, pour 0 < n < N, alors les erreurs en

pression vérifient l'estimation d’ordre un suivante :

N—-1
> At < cAr?,
n=0
ot ¢ dépend seulement de c1, co, du domaine et de la régularité du maillage.

3. Si, de plus, nous supposons que le probléme de Stokes est régularisant au sens de la défi-
nition 1.16, alors l'erreur en vitesse vérifie 'estimation d’ordre deuz suivante :

N N
ST AL + 3 At < A,
n=0 n=0

ot ¢ dépend de c1, ca, du domaine, de la régularité du maillage et, de fagon croissante du
nombre réel ¢, de Uéquation (1.27) caractérisant la quasi-uniformité du maillage.

1.4 Expériences numeériques

Dans cette partie, nous illustrons les propriétés de convergence du schéma & travers deux ex-

emples : on commence avec un cas ol des conditions au bord de type Dirichlet sont imposées sur
toute la frontiére de € (Section 1.4.1), ensuite nous revenons & un cas ou des conditions au bord
ouvertes sont imposées sur une partie du bord (Section 1.4.2).

I.4.1 Probléme de Stokes avec des conditions au bord de type Dirichlet

Pour ce cas-test, nous supposons que € C R? est un disque de diamétre un et 9Q = I'p, i.e.

I'y = 0. Nous calculons le terme de force J de telle sorte que les champs de vitesse et de pression
exacts, w et p, sont donnés par :

sin(x) sin(y + t) . p(z,y,t) = cos(z)sin(y + t).

ﬂ(x7y7t) = [

cos(z) cos(y + t)
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Afin d’initialiser les champs pour le calcul, nous posons p® = 0 et u® = (0,0) et, sur 9Q, nous
imposons des conditions au bord de type Dirichlet non-homogeénes, i.e. u = up, up étant la trace
de u sur 0f2. Notons que nous n’initialisons pas la pression par la pression exacte au temps ¢t =0 s
puisque, en général, ce n’est pas une donnée du probléme.

La discrétisation spatiale repose sur 1’élément fini de Crouzeix-Raviart, et nous utilisons trois
maillages simpliciaux presque uniformes, avec respectivement 3600, 14400 et 57600 cellules.

@0 n=3600
=8 n=14400
A—A N=
16-03 n=57600Q
le-0 A/‘./

le-0 //
A 4 A —4

1e-980a 1e-03 1e-02 le(

FIGURE 1.2 — Erreur relative en vitesse (norme L?) comme fonction de At — Probléme de Stokes,
cas Dirichlet.

-0 n=3600
=—m n=14400
1e-02 A~ n=57600

1e-03 A

le-0

le-04 1le-03 le-02 le<(

FIGURE 1.3 — Erreur relative en pression (norme L?) comme fonction de At — Probléme de Stokes,
cas Dirichlet.

Les erreurs d’approximation numériques mesurées en norme L2 obtenues a t = 1 s, pour la
vitesse et la pression, comme fonctions du pas de temps et pour plusieurs maillages, sont représentées
respectivement sur les figures 1.2 et 1.3. Les erreurs décroissent d’abord avec le pas de temps, ensuite
un plateau est atteint, lequel correspond & ’erreur résiduelle en espace. L’ordre de convergence en
temps est a peu prés égal a deux pour la vitesse et un pour la pression (normes L2); ce peut
étre surprenant, puisque nous utilisons un schéma d’Euler seulement d’ordre un en temps mais,
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CHAPITRE I. METHODE DE PROJECTION

de facon consistante avec l'analyse d’erreur donnée ci-dessus, ceci est expliqué par le fait que
Ierreur est essentiellement due au fractionnement. Sur le plateau, nous observons une convergence
en espace d’ordre deux pour la vitesse et d’ordre un pour la pression, c’est-a-dire ’ordre optimal
de convergence avec notre approximation spatiale (de bas degreé).

Comme d’habitude, les conditions au bord de Neumann imposées dans l’équation (I.8) per-
turbent le champ de pression essentiellement prés de la frontiére, comme représenté sur la figure 1.4,
obtenue avec At = 10™* s et le maillage le plus fin. Des erreurs apparaissent aussi le long de cer-
taines lignes correspondant & une variation brutale de la taille des éléments, résultant du procédé
de construction du maillage.

FIGURE 1.4 — Répartition de l'erreur en pression (différence entre les solutions exacte et numeérique)
— Probléme de Stokes, cas Dirichlet.

I.4.2 Conditions au bord ouvertes

Dans cette section, nous illustrons 'impact des conditions au bord de Neumann artificielles
imposées lors de ’étape de projection de vitesse formulée comme un probléme de Poisson. Nous
observons en particulier les couches limites en pression résultantes.

I.4.2.a Comparaison des approximations par les éléments finis de Rannacher-Turek
et Taylor-Hood Q2/Q;

Le domaine Q est [0,1]? sur les bords duquel

— des conditions au bord de type Dirichlet homogénes sont imposées sur les parois haute et
basse,

— des conditions au bord ouvertes sont imposées a 'entrée et a la sortie du canal, i.e. :

Vu-n—-—pn=-p mn,

—ext

la pression décroissant linéairement de la valeur p_ =1 a'entrée jusqu’a p_ , = 0 ala sortie
(Figure I.5(a)).
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15

*—%¥ E.F. non conformes
3-8 E.F. conformes

I
Il
o

pression

Peat — Peyt =

u=0

(a) Domaine 2 et conditions au
bord.

FiGURE 1.5 — Comparaison des approximations de la pression pour les éléments de Rannacher-Turek
et Taylor-Hood.

Nous nous intéressons & la résolution du probléme de Stokes avec un terme source nul, p =
1Pa-s p = 1kg-m 3. De plus, le temps final est de 5000 s et le pas de temps est de 1s, le
maillage est constitué de 40 x 10 cellules. La vitesse et la pression a l'instant initial sont nulles.
Considérons la surface représentant la répartition dans 2 de la pression calculée pour chacune des
deux discrétisations par I'élément fini de Rannacher-Turek et 1’élement fini de Taylor-Hood. Le
traitement des conditions au bord artificielles liées a la méthode de projection (Remarque 1.1) est
différent pour les deux discrétisations spatiales. En effet, pour 1’élément fini de Taylor-Hood, la
condition p” = p® = 0 sur 'y se traduit par la condition suivante : la valeur aux points de I'y
de p" est égale a celle de p° en ces points. En revanche, pour I’élément fini de Rannacher-Turek,
cette condition est seulement imposée au sens faible. En effectuant une coupe en pression le long
de l'axe d’équation {y = 0.5} (Figure 1.5(b)), il résulte de ce traitement des conditions au bord
artificielles une diminution des couches limites en pression pour 1’élément fini Rannacher-Turek
comparé a I’élément fini de Taylor-Hood.

1.4.2.b Probléme de Stokes avec des conditions au bord ouvertes

Pour ce test, le domaine de calcul € est le carré unité [0, 1]2 avec I'y égal au coté gauche vertical
(et alors I'p = OQ\I'y est donné par les trois autres cotés). Nous calculons le terme de force f
et choisissons les conditions initiales et au bord de telle sorte que les champs exacts de vitesse et
pression sont les mémes que dans la section 1.4.1. Nous obtenons sur I'y :

Vu-n—pn=0.

Tracons sur les figures 1.6 et 1.7 'erreur numérique comme fonction du pas de temps, mesurée en
norme L? et calculée & un temps fixé (t = 1 s), pour des maillages structurés uniformes de 20 x 20,
40 x 40 et 80 x 80 mailles.
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A—A 20x20

@0 40x40
101w m 80x80
1e-02 /

7

1le-0:

AAA A A A A A /
1e-04 d —
o980 1e-03 1e-02 1

FIGURE 1.6 — Erreur relative en vitesse (norme L?) comme fonction de At — Probléme de Stokes,
cas Neumann.

A—A 20x20
@ 40x40
= 80x80
1e-01
I — X A
1e-0
o9 oa 1e-03 1e-02 1

FIGURE 1.7 — Erreur relative en pression (norme L?) comme fonction de At — Probléme de Stokes,
cas Neumann.
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Comme précédemment, les erreurs décroissent d’abord avec le pas de temps jusqu’d atteindre
un plateau, qui correspond a l'erreur résiduelle en espace. L’ordre de convergence en temps est
encore une fois de deux pour la vitesse et un pour la pression, comme précédemment car I’erreur de
fractionnement est prédominante. Sur le plateau, nous observons une convergence d’ordre deux en
espace pour la vitesse et une convergence d’ordre un pour la pression, c’est-a-dire ’ordre optimal
de convergence avec notre approximation (de bas degré); en comparaison, dans [56], les auteurs
observent pour une approximation par I’élément fini de Taylor-Hood (i.e. Q2/Q1) un ordre de
convergence de seulement un pour la vitesse et un demi pour la pression. Donc, pour la vitesse,
les calculs présentés ici sont déja plus précis pour le maillage constitué de 80 x 80 cellules. Sur
la figure 1.8, nous tragons erreur en pression mesurée en norme L°°; aprés avoir stagné (pour
de grands At), ils montrent une convergence, ce qui indique que les conditions au bord de type
Dirichlet homogéne artificielles pour Iincrément de pression sont en effet présentes pour de gros
pas de temps et relaxées pour les plus petits. Ceci est illustré sur la figure 1.9 qui montre, pour
le maillage constitué de 80 x 80 cellules, la répartition spatiale de la pression pour deux pas de
temps : pour At = 1072 s, I'erreur est localisée prés du bord Neumann ; avec un pas de temps plus
petit, ’'amplitude de ’erreur décroit fortement, et les valeurs maximum sont maintenant localisées
sur la frontiére lorsque deux bords Dirichlet s’intersectent.

A—4 20 x 20
o040 x 40
= 80 x 80

le-01 /

AAAA A A 4 A

1N

le-0
le-04 1le-03 le-02 le-01

FIGURE 1.8 — Erreur relative en pression (norme L) comme fonction de At — Probléme de Stokes,
cas Neumann.
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Y

FIGURE 1.9 — Répartition de l'erreur en pression (différence entre les solutions exacte et numeérique)
~Probléme de Stokes, cas Neumann. Gauche : At = 1072 s, p — p € [-0.021, 0.538]. Droite :
At =135x10"%s, p— p € [-0.0046, 0.00029].

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude de la méthode de projection incrémentale pour
résoudre le probléeme de Stokes incompressible en se basant sur une approximation en espace basé
sur un élément fini de bas degré, non conforme. Nous avons fourni une analyse d’erreur dans le cas
de conditions au bord de type Dirichlet sur tout le bord du domaine, qui confirme que 'erreur de
splitting est d’ordre deux en temps pour la vitesse (dans 1?(L?)9) et un en pression (dans 12(L?)).
De plus, nous avons montré que les conditions au bord artificielles en pression sont présentes dans
l'opérateur elliptique discret appliqué a 'incrément de pression, méme si cet opérateur est obtenu
par un splitting effectué au niveau discret ; cependant, ces conditions au bord sont imposées au sens
(faible) des volumes finis et l'ordre optimal d’approximation est retrouvé lors des tests numeériques,
méme dans le cas de conditions au bord ouvertes.
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Chapitre 11

Discrétisation en temps de
Crank-Nicolson

Nous proposons une discrétisation temporelle satisfaisant le critére (C.1) évoqué en Intro-
duction (Section 6.3), & savoir le controle de l’énergie cinétique et la minimisation des résidus
numériques de dissipation par rapport au schéma d’Euler.

Ce chapitre fait ’'objet d'un article soumis [9]. Il a été réalisé avec la collaboration de Franck
Boyer, Céline Lapuerta et Jean-Claude Latché.

I1.1 Introduction

Nous considérons les équations de Navier-Stokes instationnaires (Systéme (1)-(3) en Introduc-
tion), & masse volumique variable, posées sur un intervalle de temps fini (0,7") et dans un domaine
Q ouvert, connexe, borné de R? (d = 2 ou 3), supposé polygonal (d = 2) ou polyédral (d = 3).

La masse volumique p et la vitesse u satisfont une identité d’énergie cinétique. Cette relation
découle du calcul formel suivant.
Proposition II.1 (Propriété 1.C.)

Supposons que

Op + div(pB) =0,

pour un champ réqulier 3 et que les fonctions p et u sont réguliéres. Alors, nous avons :

1 1
(O(pu) +div(u @ pB)) - u =09 <2 p|u]2) + div (2 |u\2p,3> . (I1.1)
En intégrant cette relation sur 2 et en supposant que B - n s’annule sur 9S), on a :
. 1d 2
<8t(pu) + div(u ® p,B)) cude=-— [ plul®de. (I1.2)

En appliquant cette identité avec 8 = w au produit scalaire de I’équation de conservation de
la quantité de mouvement (Premiére relation du systéme (1) en Introduction) avec w, on obtient
I'identité d’énergie cinétique (locale) :

%&g(p |ul?) + %div(p\uﬁu) +u-Vp—div(r(u)) -u=0. (11.3)
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Les deux premiers termes de cette relation sont la dérivée temporelle et le terme de transport de
I’énergie cinétique, respectivement ; le troisiéme correspond & la puissance des forces de pression, et
le dernier terme du membre de gauche représente la dissipation visqueuse. En intégrant sur €2 cette
relation, et en utilisant une intégration par parties du terme visqueux d’une part et les conditions
au bord d’autre part, il en résulte une relation (globale) portant sur ’énergie cinétique qui s’écrit
comme suit :

1d
Sous cette forme, cette relation ne conduit pas a une estimation de stabilité & cause de la présence
des termes de pression. Pour des écoulements incompressibles, une simple intégration par parties
montre qu’il s’annule (grace aux conditions au bord); il peut étre réécrit comme la dérivée en
temps d’un terme d’énergie pour les écoulements compressibles barotropes. Pour le modéle & faible
nombre de Mach, le traitement de ce terme n’est pas clair.

plu?dz +/ u- Vpde —I—/ 7(u) : Vudx = 0. (IL.4)
Q Q

Obtenir un schéma satisfaisant I’analogue discret de (II.3)-(I1.4) a de nombreux avantages.

- D’abord, combinée avec des arguments supplémentaires pour controler le terme de pression,
I’équation (II.4) conduit & une estimation de stabilité, ce qui garantit la robustesse du schéma,
en particulier pour les calculs d’écoulement & convection dominante.

- Ensuite, dans le contexte de la Simulation des Grandes Echelles (LES), un modéle sous-maille
est introduit pour simuler le role dissipatif (en énergie cinétique) des petites structures de
I’équation de conservation de la quantité de mouvement. Il est donc crucial que le schéma
respecte cette dissipation “physique®, 7.e. que le terme de dissipation visqueuse dans la con-
trepartie discréte de ’équation (I1.3) ne soit pas négligeable par rapport & de trop gros résidus
numeériques [5, 70]. En regroupant 1’ensemble de ces résidus dans un terme dit "défaut de dis-
sipation”, le but est donc de minimiser ce terme pour construire un schéma numeérique pour

la LES.

La discrétisation spatiale par le schéma Marker And Cell (MAC), d’abord introduite dans [47]
et maintenant largement utilisée pour la simulation d’écoulements incompressibles, s’applique a
des maillages cartésiens et est de type décalée, avec les inconnues de pression situées au centre
des cellules et les inconnues normales de vitesse situées au centre des faces. Pour des écoulements
A masse volumique constante et a divergence nulle, il a été observé depuis le milieu des années
soixante que l'opérateur convectif discret associé & cette discrétisation conserve I’énergie cinétique
discréte [64], i.e. satisfait un analogue discret de l'identité sous forme intégrale (I1.2) (bien str,
en supposant, dans cette derniére, une masse volumique p constante). Des opérateurs convectifs
d’ordre supérieur, satisfaisant encore la méme propriété, et aussi un analogue discret de I’équation
de transport locale d’énergie cinétique (I1.2), ont été proposés dans |73, 95, 96, 92| ; combinés avec
une discrétisation convenable du terme de gradient de pression et une marche en temps convenable,
ces résultats conduisent & (des analogues discrets) des bilans d’énergie cinétique local (I11.3) et global
(I1.4).

Toujours pour le schéma MAC, des travaux pour le cas compressible faible Mach sont plus
récents et plus rares. D’abord, [75] a généralisé la formule aux différences finies de [73], pour obtenir
un schéma qui semble, lors des tests numériques, satisfaire une version discréte de 'identité globale
(I1.4) avec un résidu d’ordre deux. Une approche similaire, adaptée pour traiter de coordonnées
cylindriques, est proposée dans [25]. Récemment, un schéma MAC (structuré) est présenté dans
[72], suivi par une discussion au sujet de ses propriétés de conservation : la conservation de I’énergie
cinétique locale et globale est prouvée, dans un cadre semi-discret (en temps) comme dans un cadre
discret (en temps et en espace). Cependant, le schéma résultant semble étre plutot cotteux, et plus
d’alternatives efficaces sont proposées avec des résidus non nuls d’ordres supérieurs.
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Pour des travaux dans le cadre de méthodes collocalisées, nous renvoyons a [26, 30, 46, 34].

Dans ce chapitre, nous poursuivons le développement de schémas conservant 1’énergie cinétique
pour des écoulements & faible nombre de Mach, avec pour but de traiter de discrétisations non
structurées décalées. L’approche que nous adoptons est basée sur une structure volumes finis de
Popérateur convectif d’abord introduit dans [4] pour une discrétisation en temps d’Euler rétro-
grade d’ordre un et une approximation centrée de la vitesse advectée a la face, & ceci prés que
Palgorithme en temps est ici obtenu par une technique de Crank-Nicolson (I'usage de méthodes
éléments finis/volumes finis est assez répandue dans la littérature de la CFD [77, 16]). L’opérateur
convectif discret que nous proposons satisfait un controle de ’énergie cinétique (analogue discret
de (I1.1)). Nous implémentons cette discrétisation dans un schéma de correction de pression pour
le modéle faible Mach, et nous explicitons le terme de défaut de dissipation. La particularité de
Papproche proposée par rapport a [4] est la réduction du défaut de dissipation avec des résidus
numeériques d’ordre supérieur (analogue discret de (I1.2)). En effet, nous montrons que cette quan-
tité est d’ordre deux en temps, et n’est pas signée, contrairement au terme analogue de [4] qui
est seulement d’ordre un en temps. Les capacités du schéma sont illustrées lors des expériences
numériques, elles confirment les résultats théoriques et illustrent la capacité du schéma a calculer
les structures turbulentes pour de relativement gros pas de temps comparé au schéma en temps
d’Euler.

Le plan du chapitre est le suivant. Aprés avoir traité dans la section I1.2 de la construction
de Vopérateur convectif (Sous-section I1.2.1) et montré sa stabilité (Proposition IL.1), le schéma
de correction de pression pour les écoulements a faible nombre de Mach est présenté dans la sec-
tion I1.3, d’abord dans le cadre semi-discret, puis dans le cadre discret (Sous-sections 11.3.2 et 11.3.2
respectivement). L’identité d’énergie cinétique discréte satisfaite par le schéma est établie (Sous-
section I1.3.3), et ensuite la taille du terme de défaut de dissipation est évaluée (Sous-section I1.3.4).
Enfin, les tests numériques sont rassemblés dans la Section 11.4.

I1.2 Construction d’un opérateur convectif stable

Le but de cette section est d’établir 'analogue de la proposition II.1 pour l'opérateur convectif
de vitesse discrétisé en temps par l'algorithme de Crank-Nicolson. La discrétisation spatiale repose
sur ’élément fini de Rannacher-Turek [83] (¢f Annexe A). Il s’agit d’un élément fini mixte défini
sur des quadrangles, permettant de calculer les champs de vitesse et de pression. Rappelons que
cet élément fini est défini de la fagon suivante :

— les inconnues de vitesse sont situées sur les arétes o si d = 2 ou faces si d = 3 et les degrés

de liberté de vitesse notés u,; sont déterminés comme suit : la vitesse discréte appartient a
I’espace d’approximation Xp des fonctions @ par cellule, et on impose que la moyenne du
saut de vitesse a travers chaque aréte (si d = 2) ou face (si d = 3) soit nulle.

— les inconnues de pression sont situées au centre des cellules et la pression est constante par

mailles. Nous notons M}, 'espace discret d’approximation pour la pression.
Cet élément est non conforme et inf-sup stable.

11.2.1 Construction de ’opérateur convectif

Nous donnons les principales idées de cette construction, détaillée dans |4, 33|, en considérant
le probléme pour un pas de temps fixe. Nous partons de I’équation de conservation de la masse
discrete, supposée obtenue par une technique volumes finis sur le maillage primal (Section I1.3 pour
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la description de tout 1’algorithme) :

K| .
VE € Th Ry (P —pk) + Y Fgo=0. (IL5)
c€e&(K)

Dans cette relation, px et pj- représentent I'approximation de la masse volumique p sur la cellule
K ala fin et au début du pas de temps respectivement, et la quantité Fi , est le flux de masse
discret a travers la face o et sortant de K, i.e.

FK,U = |U| Po Ug - NK.o,

pPo €tant une approximation de la masse volumique sur la face o, choisie centrée sur les arétes
internes et upwind (décentrage amont) sur celles du bord.

Soit D, une cellule duale donnée. Le but est de construire des approximations de la masse
volumique notées p, et p’ et des flux de masse a travers les faces de D, notés (Fa,e)seé(Du)a de
telle sorte que ’équation de conservation de la masse suivante soit satisfaite sur la maille duale

D, N
Pl )+ Y Fre=0 (11.6)

Eeg(Do)

D’abord, pour construire les flux Fi ., 'idée de départ est d’imposer la conservation de la masse
sur les demi-diamants :

[ Dko|
Fiot D, Fre=——3% (k= Pi)- (I1.7)
eCK
e€&(Dg)
Pour une face externe o, en utilisant 1’égalité p, = px, cette relation est exactement I'équa-

tion (IL.6), pourvu que le flux massique primal Fk , soit égal au flux de masse dual & travers o
(o est a la fois une aréte primale et duale). Pour une face interne o = K|L, en combinant ’équa-
tion (I1.7) écrite pour K et L avec la définition (II.10) de la masse volumique et en utilisant la
conservativité des flux de masse primaux (i.e. Fg ,+ F1 » = 0), on obtient la relation (II.6) encore
une fois. Utilisons maintenant la conservation de la masse (II.5) pour écrire I’équation (II1.7) sous

la forme : D
Fxo+ > F _| \§!G| S F —~ > Fro (IL.8)

eCK o'e&(K) o’'e€&(K)
ec€(Dy)

L’écriture de cette relation pour toutes les faces o de K conduit & un systéme linéaire singulier (en
sommant ces m relations et en utilisant la propriété de conservativité des flux massiques duaux,
cela conduit a ZUGS(K) Fro = ZU’GS(K) Fk ) qui a une infinité de solutions. Grace a la forme
du second membre de ’équation (I1.8), en sélectionnant la solution dans 'orthogonal du noyau du
systéme, nous obtenons une relation de la forme :

§ az—:a”FKav

o’'e€(K)

ot les coefficients (e o)sreg(K) sont des nombres réels indépendants de la cellule K. Par exemple,
en dimension deux de ’espace, avec les notations de la figure I1.1, nous obtenons pour chaque flux
massique dual F;, . une expression de la forme :

Fye = awFw + agFg + asFs + anFn, (IL.9)
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g - .
& 4 N\ maillage primal
. T TN\ ____ maillage diamant
. 141\' Tl -7 A /'ﬂl' _
= PN
A o

F1GURE II.1 — Notations concernant les flux de masse.

Fy. aw Qg as aN
Fws | —3/8| 1/8 | 3/8 | —1/8
Fse | —1/8] 3/8 | —3/8| 1/8
Fen | 1/8 | —3/8 | —1/8 | 3/8
Faw | 3/8 | —1/8| 1/8 | —3/8

TABLE II.1 — Coefficients intervenant dans ’écriture des flux de masse duaux comme fonctions des
flux de masse primaux (Equation (11.9)).

pour les coefficients a rassemblés dans le tableau II.1.
Ensuite, afin d’obtenir une équation de conservation de la masse sur les cellules diamant, nous
définissons p, par :

p0'|D0'| = ’DK,J|PK+|DL,U|PL7 si U:K|L€5int7
(I1.10)
Po = PK, si 0 € Eoxt-
La méme définition est valide pour pj.

Remarque 11.2

Avec les mémes arguments, la construction de l'opérateur convectif et des flur de masse duaux
peut étre généralisée en trois dimensions d’espace. Par exemple, des calculs 3D sont effectuées

dans [4].

Rappelons que nous notons Xp l'espace discret d’approximation Rannacher-Turek pour la
vitesse. Nous sommes maintenant en position de définir un opérateur convectif volumes finis
Cp - (RH)IEVED] » (R2)IENED] 5 (R2)IENED] pour deux champs de vitesse discrets w et u* de Xp
comme suit :

1 1 Uu: +ul

Vo \Ep, Culuu)s = 5 (potts — pruy) + Z N Fre =5, (IL.11)
Eeg(Do')
oil u. (¢ € £) est donné par :
1 _
5 (ua + ua’); sie= DG"DUI € &Eint,
U = (11.12)
Uy, si e = Dylext € Eext.
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I1.2.2 Analyse de stabilité de 'opérateur convectif

Dans cette section, nous prouvons la contrepartie discréte de la proposition II.1 pour 'opérateur
convectif donné par les équations (I1.11)-(I1.12).

Proposition I1.3 (Identité d’énergie cinétique pour l'opérateur convectif discret)

Supposons que la conservation de la masse (I11.6) soit vraie, pour toute aréte o € £. Si de plus
F,c =0 pour tout € = Dylext, on a :

Vo€ E\&p, Yu,u* € Xp,

|Dy| Ch(uw,u™)y - (M)

2

1 Uy +UE Uy + U’
= o 100 (poluss = o) + g% Fpe =gt ST = Ry,
e=Dq|D 1

ot Ry est un terme de reste donné par :

Ro = Do | (pr = p5) ltto —

* ‘2
8At '

(e

Nous reconnaissons dans le membre de droite une conservation discréte d’énergie cinétique avec
une discrétisation volumes finis conservative des termes de convection d’énergie cinétique.

Démonstration On a :

Us + U
Dol )y (#2522 ) =114 7
avec )
= Kt ‘DU‘ (IOO'UCT _IOO'UO') : <020.> )
T, = u +u0 ( Z FU€U5+U )
e€€(Dy)
Le terme T3 s’écrit :
1 * *
T, = mt Dol (poluol* = p3lus|) + 557 Dol (po = p5) 1o -0 (IL.13)
le]_ Tl,2

Considérons maintenant 75. Introduisons pour cela les notations suivantes :

Vo cE\Ep et w =t voce (IL.14)

2
= U, - ( Z Faygag).

Eeg(Da)

_ Uy; + Ul
Uy = —

On obtient

En utilisant @, - %e = |Uy|? + Uy - (W — U,y ), on obtient :

=ul® > Foet Y Foctio- (e — o). (IL15)

c€&(Dy) c€&(Dy)

~~
T2,1 T2,2
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Considérons le second terme Ts 2. En utilisant l'identité 2a - (a —b) = |a|? + |a — b|? — |b|?, valide
pour tous vecteurs réels a et b, il vient :

1 _ 1 _ _ _
Ty = —5‘710‘2 _E Foe+ 5 E_ Foe (|ac|* = 8o — uel?).
ec€(Dy) e€€(Dy)

Par conséquent, on a

1, _ _
T2:§]u0]2 > F Z Fye (|a-* - a, — a.]?).

o aEE(D )

En utilisant I’équation de conservation de la masse discréte (I1.6), on a :

1 o 1 _ o

Ty =~ 5o Dol (0r = pi) 1ol 45 D7 Foe (fuel® — |y —cf?)
~~ EEE(D(])
T5,2,1 ~

T22,2

Premiérement, le terme 7521 peut étre combiné avec le terme 772 dans (II.13), et en utilisant la
définition (I1.14) de u,, ceci conduit & :

1 . .
T2’271 + T172 = _@ |DU| (IOO‘ - pa) |u0' - U0.|2 =Ro.

Deuxiémement, par la définition de 'approximation de la vitesse convectée sur une face (cen-
trée) (I1.12), T5 2o s’écrit aussi :

1 1
o _ 2
T2,2,2 = 5 E Fa,a Uy - Uy + 5 E Fa,e "UIG’ .
e=Dqs|D s e=Dglext

Finalement, par l’équation (I1.14), nous obtenons :

1 * 1 *
Tyo = 3 Z Foe (us +u,) - (uyr +uy) + glug + 'u,a]Q Z F,e,
e=Dgs|D s e=Dglext

et nous concluons la preuve grace a 'hypothése F, . = 0 pour tout € = D, |ext. ]

II.3 Un schéma de correction de pression Crank-Nicolson-like

Nous présentons maintenant un schéma de correction de pression pour approcher les solutions
du systéme d’équations de Navier-Stokes a faible nombre de Mach (Systéme (1) en Introduction).
Nous commengons par présenter l'algorithme dans le cadre semi-discret (Section I1.3.1), et donnons
ensuite la discrétisation spatiale (Section I1.3.2). En utilisant la proposition II1.3 concernant 1’opéra-
teur convectif prouvée dans la section 1.2, nous établissons ensuite 1’identité d’énergie cinétique
satisfaite par le schéma (Section I1.3.3). Dans cette relation, un terme de reste apparait lorsque la
masse volumique n’est pas constante et nous discutons de son ordre en temps dans la Section 11.3.4.
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I1.3.1 L’algorithme en temps

Nous considérons une subdivision uniforme de l'intervalle (0,7) notée 0 = t° < ¢! < ... <tV =
T. Soit At le pas de temps constant, & savoir At = "+ —¢" pour tout entier n dans {0,--- , N —1}.

Soit n dans {0,---, N — 1} fixé et soient p", 0" et p" 1, p™, u™ donnés tels que

pn _ pnfl

AL + div(p"u") = 0.

L’algorithme de splitting Crank-Nicolson-like se découpe en quatre étapes résolues successivement :

1- Equation de conservation pour 6 — Trouver §"t! :

1

x (p"O" T — 7o) + div(p"0" T ™) — div(A VO™ ) =0 dans Q,

Vot .n =0 sur O9.

2- Mise a jour de la masse volumique — Mettre a jour la masse volumique par la loi d’état :

pn-i-l — Q(Qn—f—l)'

3- Prédiction de vitesse — Trouver u" ! :
1 - ~ ~
Kt (pnun+1 o pn—lun) + div(un+1/2 ®pnun) B div(7‘(u"+1/2))

W =0 et (1@ n) b =0 sur 09,

avec w2 = (@ 4 un) /2.

4- Correction de vitesse et de pression — Trouver u"*! et p"*! :

ﬁ n+l _ ~n+l 1 n+l _  n\ _
At(u u )+2V(p p")=0 dans Q,
1
Kt (pn—I—l _ pn) + div(pn—l—lun-i-l) —0 dans Q, (11.17)

V't —p")-n=0 sur 9Q.

Remarque I1.4 (Relation avec une approximation de Crank-Nicolson en temps)

En sommant les équations de prédiction de vitesse (I11.16) et de correction (I1.17), il en résulte
une équation de conservation de la quantité de mouvement discréte avec une discrétisation en
temps de Crank-Nicolson (i.e. avec l'approximation du point-milieu en temps pour les inconnues
des termes de convection, diffusion et gradient de pression) :

1

Kt(pnun—i-l _ pn—lun) + div(,ﬁﬂ—i—l/? ® pnun) . div(T(;an—H/?)) + Vpn+1/2 = 0,

avec p"t1/2 = (p" Tt + p™)/2. Du fait du décalage en temps de la discrétisation de la masse
volumique, ce schéma n’est pas un vrai schéma Crank-Nicolson d’ordre deuz.

La premiére étape de ’algorithme correspond a la résolution de I’équation de conservation pour

6 et donne 0" et, par la loi d’état (Etape 2), la masse volumique p"*! au temps t"+t! = (n+1) At.
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Le but de la troisiéme étape, appelée étape de prédiction de vitesse, est de calculer un champ
de vitesse intermédiaire noté u" !, en utilisant les champs de pression p™ et masse volumique o
et p"~1 déja évalués aux pas de temps précédents. Puisque nous avons pour objectif d’appliquer
la théorie développée dans la Section I1.2, il est nécessaire que la masse volumique et I'opérateur
convectif satisfassent une propriété de conservation de la masse (semi-)discréte; cette derniére
équation étant seulement résolue dans ’étape 4 de l'algorithme, il faut s’appuyer pour cela sur
la propriété satisfaite au pas de temps précédent, et nous devons donc effectuer un décalage des
masses volumiques dans le terme de dérivée temporelle.

Finalement, la quatrieme étape de ’algorithme, appelée étape de correction de vitesse et de
pression, et formulée comme un probléme de Darcy, peut paraitre cotiteuse numériquement. En fait,
en prenant la divergence de la premiére équation multipliée par p"!/p" et en utilisant la seconde,
il est possible d’éliminer la vitesse finale et de reformuler cette étape comme un probléme elliptique
discret pour l'incrément de pression, dont 'opérateur est le complément de Schur du probléme
de Darcy (Chapitre I). Cette opération est effectuée au niveau algébrique (i.e. les équations sont
d’abord discrétisées en espace avant de faire ce calcul car le champ de pression discret est constant
par mailles), ce qui nécessite de calculer facilement I'inverse de la matrice de masse en vitesse ; c’est
fait de maniére simple ici, puisque la matrice masse de vitesse est lumpée (Section 1.2.1), ce qui est
raisonnable compte tenu de ’approximation volumes finis de 'opérateur convectif discret étudié
dans la Section I1.2. Une fois que I'incrément de pression est connu, la valeur de la pression et celle
de la vitesse finale s’obtiennent aisément.

La précision en temps de cet algorithme est analysée pour un probléme modeéle (& savoir le
probléme de Stokes instationnaire incompressible) dans le chapitre I.

Remarque I1.5 (Erreur de splitting en temps pour la vitesse)

Cet algorithme est formellement du premier ordre en temps (en norme 1°(L2(Q)%)) quand la
masse volumique varie au cours du temps, ainsi, méme si les étapes de prédiction et de correction
ont été obtenues par une technique de Crank-Nicolson, nous n’attendons pas une convergence
d’ordre deux en temps dans ce cas. Notre but ici est seulement de limiter le défaut de dissipation

du schéma.

Remarque I1.6 (Opérateur convectif pour 0)

Comme au niveau continu, 0 satisfait un principe du mazimum. L’argument essentiel qui conduit
a cette conclusion est que [’opérateur convectif de [’équation de conservation de 0 peut étre réécrit,
en utilisant [’équation de conservation de la masse, comme un opérateur de transport :

di(ph) + div(pbu) = p (0,0 + VO - u).

Pour obtenir cette proposition au niveau discret, il est donc important de construire un opérateur
convectif consistant avec la conservation de la masse [62] (autrement dit, qui s’annule & cause
de la conservation des champs constants 6). Pour cela, une fois encore, nous devons effectuer un
décalage en temps de la masse volumique dans le terme de dérivée temporelle. Noter cependant
que, au niveau discret, le principe du mazimum n’est pas forcément vrai dans le cas de maillages
générauz puisque l’opérateur de Laplace que nous utilisons satisfait cette proposition seulement
pour des maillages particuliers (Remarque I11.7 ci-dessous).
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11.3.2 Schéma discret en temps et en espace

En utilisant la construction de 'opérateur convectif pour la vitesse (Sous-section I1.2.2) dans les
équations discretes de conservation de la quantité de mouvement et de la masse, la forme discréte
de l’algorithme proposé ci-dessus consiste en les étapes suivantes.

Supposons que (pfy ketn, (P)xem, (0%) ke, (Uh)oes et (Pl)ker, sont connus et sup-
posons de plus que :
K|
At (p Z FKU = 7

ceé(K)

ol, pour 0 € Eext, 0 = Klext, Fjt =0 et pour 0 € &y, 0 = K|L, le flux de masse Fj} . est une
fonction donnée de pl, p} et uy (discrétisation de I’étape 4 ci-dessous).

Ensuite, nous calculons successivement :

1— Equation de conservation pour 6§ — Trouver (6’%*1);(6% :

K]

VK 15
€ T A

(p?{e?(—‘rl _ p}z{—len Z FK00n+l + /\AK(0n+l) = 0,
oc&(K

ou 'approximation de la masse volumique sur la face o notée 0, est obtenue par une approx-
imation upwind (décentrage amont) du terme convectif. De plus, Ag est une approximation
volumes finis de 'opérateur de Laplace (en vitesse) : pour des maillages admissibles (i.e. ici,
pour des maillages structurés), nous utilisons 'approximation a deux points usuelle des flux,
tandis qu’une variante de la méthode SUSHI utilisant seulement les inconnues aux centres
des cellules |28, 80] est implémentée quand le maillage n’est pas structuré.

2— Mise a jour de la masse volumique — Calculer la masse volumique par la loi d’état :

VK € T, pit = o(03H).

3— Prédiction de vitesse — En oubliant les conditions au bord pendant un instant, cette étape

. R . . L. ~n-1 . . .
consiste & trouver les inconnues de vitesse prédite (@) ee solutions du systéme suivant :

Vo € £,V1 <1 <d,

i D, n ~n n—1,n noon "
el |At| (rant — o tul) + S Rt 4D, (VP
seg(Dg)
. Z/ @) Vel de =0, (1L18)
KeTy,

ol nous rappelons que a""/? = (@™ + wn)/2. L'opérateur convectif (i.e. le calcul de

la masse volumique p, sur les faces, celui des flux de masse sur les faces duales Fi . et
l’approximation (centrée) ’E?H/ % de la vitesse sur les faces duales) est décrite dans la section

I1.2.1. Les termes de gradient de pression s’écrivent :

Dy | (Vp"), - el Z/p divepl) da,

KeTy
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et donc, pour toute face interne :
Vo € &, 0 = K|L, [D,| (V") = |o| (P} — Pk) Nrco-

Sur une face externe, la condition au bord d’imperméabilité (nullité de la composante normale
a la paroi) doit étre prise en compte (si possible, 7.e. sila normale a la face n’est pas colinéaire
a l'un des axes de coordonnées) en faisant un changement d’inconnues de vitesse pour faire
apparaitre la ou les composante(s) de vitesse tangente et normale au bord, ces derniéres étant
fixées & zéro; a chaque 0 € Euy, une équation est donc supprimée du systéme. Puisque le
gradient de pression associé a une face o est dirigé selon la normale 4 celle-ci, il est donc inutile
de le définir pour o € Exxy. Notons cependant que, puisque le bord Neumann associé a la ou
aux composante(s) tangente(s) est homogene, il n’apparait aucun terme suite a U'intégration
par parties du terme visqueux.

4— Etapes de correction de vitesse et de pression — Trouver les inconnues de vitesse finale

(u™*1),ce et les inconnues de pression (p?;“l) KeT;, telles que
D, ~ 1
Vo € el @) 4 D] (V- p), =0,
Kl - L19)
T TL n
VK € Ty, At (P Z Fy

UGS

Notons que, puisque le gradient de pression est normal aux faces et que la composante nor-
male de la vitesse est fixée & zéro sur le bord du domaine, la vitesse sur ce bord est laissée
inchangée, durant cette étape. Ceci explique pourquoi le systéme associé a la correction de
vitesse (Premiére équation de (I1.19)) peut-étre restreint aux faces internes.

Puisque la masse volumique est donnée par la loi d’état, il n’est pas nécessaire d’utiliser un
schéma upwind dans I’équation de conservation de la masse (par opposition avec les problémes
pour des écoulements compressibles [50], par exemple, ou il garantit la positivité de p), et
nous devons donc utiliser une approche centrée :

n+1 + pn+1

1 PK 1
Vo € &, 0 = K|L, Frtl = o R ung,,

Vo € Eexty 0 = Klext, Frtl=o.

Remarque I1.7 (Principe du maximum pour 6 et positivité de la masse volumique)

Pour des maillages structurés, le choiz upwind pour 6 dans l'opérateur convectif discret de
léquation de conservation associée, ajouté a la forme particuliére de 'opérateur de Laplace,
garantit un principe du mazimum discret, et donc la positivité de la masse volumique. Quand le
maillage n’est pas structuré, le schéma SUSHI ne satisfait pas une telle propriété. Cependant,
nous n’avons pas constaté de dépassement des bornes en pratique.

I1.3.3 Identité d’énergie cinétique

Nous définissons d’abord la semi-norme suivante pour une pression p de My}, et la masse volu-
mique p, définie par ’équation (I1.10) & partir de la discrétisation volumes finis de 1’équation de
conservation de la masse :

1 o]
’p‘i'ﬁ“p = Z W ’(Vp)afz = Z W (rx —pL)Z- (I1.20)
0€Eint Po 7 o€ it Po 7
o=K|L
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Cette quantité est bien définie si p est strictement positive, ce qui est toujours le cas en pratique
(Remarque I1.7).

L’application de la contrepartie discréte de la procédure continue décrite en introduction (Pro-
priété I1.C.) conduit au résultat suivant.

Proposition I1.8 (Identité d’énergie cinétique globale)

Supposons que Fy. = 0 pour tout € = Dg|ext. A condition que la conservation de la masse

discrete (11.6) soit satisfaite, nous avons, pour tout n € {0,--- N — 1} :
1 ~
5 Z |Da| (pg |'U'Z+1|2 -1 ’un| + At Z / n+1/2 V(un+1/2) de
o€l KeT,

BSOS o w4 peun) g, + D =0,
KeTy, 0c€(K)

o D" représente un terme de reste qui s’écrit :

At? 1 1
— ( PR o — IP”I%,Th,pn)*gzwal(Pﬁ— Hlaptt —upf (121)

el

DTL+1

Démonstration Soient 0 < n < N —1 et 0 € £. Multipliant I’équation de prédiction de

(ans'’?)

vitesse (II.18) associée a la face o et a la composante i par pour 1 < i < d et som-

mant sur ¢; appliquant de plus la proposition I1.3; on a :

Do |
2At

N 1 N
(ol [P = b ) + 5 30 R wgt
5:DU‘DOJ
4 Dy (Vp)g - w2 + |Dy| (—ATH/2) @242 L RoHL — 0, (11.22)

ou ’approximation discréte de 'opérateur de Laplace appliquée a a2 gecrit

pour 1 <i<d, |Do|(—Aw""?), Z/ a2 vl de,
KeTy,

et le terme de reste R2F! s’écrit -

D, ~
| ‘ Z+1_ug|2'

Ryt = —ga; (P56 — 05" Yl

Nous réordonnons maintenant la premiére équation de ’étape de correction (I1.19) comme suit :

(1Dt ot [ A ety (1Dl ]2 g 1Pl 8012 g

En prenant le carré de la norme des deux cotés de cette relation, il vient

|Da|pn|un+1|2+1 ’D | ( n+1 n+1 At |D ‘
7 2 777 8

2At
D, -
= T R @+ 1D (V)

|(V n+1) ‘2

At |D,|
8 Py

(Vp")ol*.
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En sommant cette derniére relation avec (I1.22) et en multipliant par At, il s’ensuit :

\Dg| _ At ~ ~n+1/2
. ( ’un+1|2 PZ 1|u(7j1|2)_|_7 Z Fn n+1/2 Z’ /
SZDU‘DUI
At|D, - -
4 2Pl [y, (V) ] 4 (D] A (AT D 0, (1123)
avec .
D i~ At? (|D, D,
ot =Ry eyt g+ 5 (12w - e o).
8 8 pg' IOU

Nous sommons ensuite le résultat obtenu sur les faces. Les flux convectifs d’énergie cinétique (i.e. le
second terme du membre de gauche) s’annule par conservativité (pour € = Dg|Dor, F'. = —Fcf,’e)
et par les conditions au bord (pour € = D,|ext, F7. =0). Par intégration par parties discréte des
termes de gradient, i.e. en utilisant le fait que, par définition du gradient de pression et, une fois
encore, des conditions au bord, pour toutes fonctions discrétes u et p, on a

Yo Dol (VD)o rus= Y ol (or—pr)nKe s == D pr D o] usmr,.

0EEint, o€€int, KeTh, ceé(K)

o=K|L o=K|L

Finalement, nous obtenons facilement, par définition :

ng,(_ ATTY2) . g2 - Z/ a2y w2 g,

oce€ KeTy,

ce qui conclut la preuve. ]

Remarque I1.9 (Identité d’énergie cinétique locale)

Notons que l’équation (11.23) est l’analogue discret de l'identité d’énergie cinétique (locale) (11.3),
a laquelle elle peut étre identifiée terme par terme. Chacun des deux termes de flur d’énergie
cinétique (second terme) et le gradient (troisiéme terme) sont consistants avec des discrétisations
centrées en temps. Une telle relation peut étre utilisée pour différents objectifs. Par exemple, on
peut trouver dans [50] une maniére d’exploiter une telle identité permet de basculer dans les
équations d’Euler de la conservation de l’énergie totale a celle de l’énergie interne sans perdre
la consistance du schéma.

11.3.4 Ordre en temps du défaut de dissipation

Dans la sous-section précédente, il a été montré (Proposition I1.8) qu’il est possible d’écrire une
équation discréte gouvernant la variation d’énergie cinétique pour le schéma de correction de pres-
sion Crank-Nicolson-like déja présenté. En ajoutant chaque relation établie dans la proposition I1.8
pour n allant de 0 & N — 1, on obtient :

1 ~
§Z’D”‘<p‘7 1|UN‘2 pal‘ua‘ +Atz Z/ n+1/2 Vun+1/2d:1:

o€l n=0 KeT

Z > D lolWhoup + PR ut) nico +D =0, (1124)

n=0 KeT, ocecé(K)
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avec !
A#2 N-1 1 N-1
—1y\ | ~n41
D= S (" R = 0" Bin) =5 2o D Dol (0 — 5™ ™ — i
n=0 n=0 occ&

La relation (I1.24) ne fournit pas une estimation de stabilité pour les trois raisons suivantes :

1 - Le troisiéme terme dans le membre de gauche est la contrepartie discréte du terme continu

T
/ / pdivu dx dt, dont le controle n’est pas possible pour les écoulements a faible Mach ;
Q
pour un écoulement incompressible, ce terme s’annulerait simplement.

2 - Le premier terme du reste D n’est pas positif, du fait de la présence de différents poids
de masse volumique dans ’expression des semi-normes de pression; ce probléme pourrait
étre résolu si la quantité [p"|y 7, ,» était remplacée par [p"|; 7, -1, et ceci est possible en
ajoutant une étape de renormalisation a ’algorithme, suivant 1’étude présentée dans [44].
Cette étape n’est pas implémentée ici, parce qu’elle ne semble pas cruciale pour la robustesse
de notre schéma.

8 - Le dernier terme de D n’est pas signé car il dépend du signe de (p? — p?~1).

Notons qu’aucune de ces questions ne se pose quand la masse volumique est constante (dive = 0
et D = 0), donc le schéma est inconditionnellement stable dans ce cas.

La quantité D est un terme de reste numérique, appelé dans la suite défaut de dissipation du
schéma. Nous montrons maintenant que D est formellement d’ordre deux en temps. En effet, par
Iéquation (II.20) et en réordonnant les sommes en temps :

N—-1 AtQ
1 2 N2 02
8 Z (’ " ’1 Thsp™ ‘pn‘LTh,pn) = ] ( p ’1,77“/)1\'_1 — |p ‘177,1,,)0)

n=0
9 N—1
. 1 1
=50 ST Do (V) (p —n)‘

n=1 0 CEm; Po

Donc chaque somme de D est le produit de At? multiplié par une somme en O(1) par rapport a
At au moins formellement sur les solutions réguliéres.

Remarque I1.10 (Discrétisation en temps d’Euler rétrograde du premier ordre)

En approchant la dérivée en temps de la vitesse par un schéma en temps d’FEuler rétrograde
d’ordre 1, une analyse similaire [4] conduit, pour 0 <n < N —1 :

1
3 0 IDal (2 P = )+ a0 3 [ @t vt de

oL KeT,
ALY ST olultt g, + DL =0, (11.25)
KeTy ceé(K)

ot le terme de reste numérique DEuleT s’écrit maintenant :

At? 1 i1
Dithr = S5 (" i = W7 Ripn) = 5 30 1Del o0 157~ (1126)

o€l
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En sommant les égalités (11.25) pour n allant de 0 a N — 1, nous obtenons l’expression suivante
du terme de défaut de dissipation pour le schéma d’FEuler

A2 V-1 N-1

1 ~nt1
Dputer = 7 (|pn+1|i7'h,p" - |pn|%,7’h7pn> + 5 Z Z |DU’ pg ‘U’ZJF - u2|27
n=0 n=0 c€&

et, si, comme pour le schéma de correction de pression Crank-Nicolson-like, le premier terme est
en O(At?), le second est lui en O(At) et le défaut de dissipation est donc d’ordre un en temps.

I1.4 Expériences numériques

Dans cette section, nous décrivons des expériences numériques réalisées pour illustrer le com-
portement du schéma de correction de pression Crank-Nicolson-like proposé dans la section I1.3.
Pour cela, nous le comparons au schéma de correction de pression classique [4], basé sur la méme
discrétisation spatiale et sur la formule d’Euler rétrograde d’ordre un en temps.

I1.4.1 Décroissance de la vorticité dans un canal plan laminaire 2D

Pour ce cas-test, nous proposons d’étudier le taux de décroissance de tourbillons dans un canal
2D. Le domaine de calcul Q est (—2H,2H) x (—H, H), avec H = 1. L’écoulement est supposé pério-
dique dans la direction x et des conditions de glissement parfait sont imposées sur les parois haute
et basse du domaine, comme décrit par la Figure I1.2. Il est initialisé par deux tourbillons contre-
rotatifs qui ne sont soumis & aucune force. L’expression de la vitesse pour un unique tourbillon
centré en (0,0) est :

u =y sin(wr)/r

v = —x sin(7r)/r
avec 7 = y/x2 4 y? et la vitesse est nulle en dehors du tourbillon (pour r > 1). Par translation
de cette derniére formule, on obtient I’expression de la vitesse de deux tourbillons centrés respec-

tivement en (—1,0) et (1,0), de signe opposé. La valeur initiale est définie par la somme des deux
tourbillons.

conditions périodiques

2H

i

iy u-n=>0

FI1GURE II.2 — Configuration du cas-test — Cas-test de décroissance de la vorticité.

Les deux cas étudiés dans la suite sont & masse volumique constante puis variable.

Le maillage est régulier, composé de 500 x 250 cellules. Méme s’il n’y a aucune condition
initiale sur la pression dans le systéme de Navier-Stokes, une valeur initiale doit étre fournie dans
I’algorithme. Nous choisissons ici de poser p° = 0.
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II.4.1.a Masse volumique constante

Nous débutons I’étude par une simulation pour un écoulement & masse volumique constante
(i.e. incompressible), avec p = 1 kg - m™3. La viscosité est fixée & u = 10~* Pa - s, donc, prenant

Umax = 1 m - s~ pour valeurs de référence pour la vitesse, nous obtenons pour le nombre de
Reynolds :
wuy
Re = 2202 — 10%,
I

Energie cinétique — Les tourbillons s’amortissent doucement au cours du temps. Par conséquent,
Pénergie cinétique décroit (Figure I1.3). Les graphes donnant I’évolution de I’énergie cinétique pour
les discrétisations en temps considérées sont rassemblés ci-dessous pour les pas de temps At = 0.1 s
et At = 0.005 s (Figure I1.3) ; de plus, les résultats des simulations effectuées pour le petit pas de
temps At = 1073 s sont données comme un calcul de référence.

Pour un gros pas de temps, le schéma d’Euler dissipe davantage que le schéma de Crank-
Nicolson puisque I’énergie cinétique décroit plus vite. Pour At = 0.005 s, les deux schémas donnent
des résultats similaires et ont convergé en temps.

Energie cinétique
=
w

Energie cinétique
=
w

— 1,2 (G—© Crank-Nicolson
(—=© Crank-Nicolson »— Euler
1,1t >»——x< Euler 11~ ----- Calcul de référence

————— Calcul de référence
| | | | | | | | | | | | | | | | | |

10 02 0406 08 1 12 1416 18 2 10 02 0406 08 1 12 1416 18 2
Temps Temps
(a) At=0.1 (b) At =0.005

FIGURE I1.3 — Energie cinétique pour les discrétisations en temps de Crank-Nicolson et Euler —
Cas-test de décroissance de la vorticité, masse volumique constante.

Défaut de dissipation — L’objectif de ce paragraphe est d’illustrer le fait que ’algorithme en
temps proposé fournit un plus petit défaut de dissipation que le schéma d’Euler. Dans la définition
du défaut de dissipation donnée par ’équation (II.21) pour Crank-Nicolson et I’équation (I1.26)
pour Euler, nous distinguons la partie associée au gradient de pression, notée D%, de la partie due
a I'énergie cinétique, notée DY. Sur la figure I1.4 sont représentées les valeurs maximum en temps
Dp et Dg de chacune des parties comme fonctions du pas de temps en échelle logarithmique pour
les deux algorithmes, ot Dp et D sont définies par (Ng = 0 dans le cas ou la masse volumique est
constante) :

n
_ k+1
NOSHTLI?J(V—l k—ZN DP ’
e (11.27)

n
Dg =  max Z DJ’;+1 .
k=No

84



I11.4. EXPERIENCES NUMERIQUES

Puisque la masse volumique est constante, la partie du défaut de dissipation due a I’énergie cinétique
pour le schéma de Crank-Nicolson est nulle. Comme attendu par 1’analyse donnée dans la sous-
section I1.3.4, la partie gradient de pression du défaut de dissipation est d’ordre deux pour les deux
schémas et la partie énergie cinétique pour le schéma d’Euler est d’ordre un.

(GO—©6 Crank-Nicolsor X—x Euler

x—x Euler
1e-03 1e-03

o le-04 w 1e-04
[a) [a)

le-0 1e-03 1e-02 le-0 1e-03 1e-02
Pas de temps Pas de temps

a) Partie due au gradient de pression. b) Partie due a I’énergie cinétique.
8 8

FiGURE I1.4 — Taille du défaut de dissipation comme fonction du pas de temps pour les discréti-
sations en temps de Crank-Nicolson et d’Euler — Cas-test de décroissance de la vorticité, masse
volumique constante.

11.4.1.b Masse volumique variable

Nous traitons maintenant un cas & masse volumique variable. Pour ce test, nous considérons
que 0 est une fraction massique et utilisons, pour I’équation d’état, une loi de mélange standard
pour la modélisation d’écoulements diphasiques :

_ 1
P=% 1-¢°

P1 P2

ot pr = 1 kg-m™3 et py = 5 kg - m™> représentent les masses volumiques. La valeur initiale de 6

pour chacun des tourbillons est :
14 cos(mr)

b= 2
Energie cinétique — L’évolution en temps de 1’énergie cinétique sur I'intervalle de temps (0, 2)
est représentée sur la figure I1.5, pour deux pas de temps et une solution de référence obtenue pour
At = 1073 5. Pour un gros pas de temps, il semble que le schéma Crank-Nicolson-like est encore
moins dissipatif que le schéma d’Euler. Pour le plus petit pas de temps At = 0.005 s, ’évolution
de I’énergie cinétique est trés similaire pour les deux schémas.

85



CHAPITRE II. DISCRETISATION EN TEMPS DE CRANK-NICOLSON

(>—) Crank-Nicolson (—© Crank-Nicolson
»— Euler 2,68 »— Euler
N === Calcul de référence

N

4l R Tt Calcul de référence

ING
~
I

’
4

)
I

Energie cinéetique
NG
N [N)
I I
7
7’
4
Energie cinéetique
NG
N
I

-

©
I

-

©
I

16— 1,6

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

o0 02 0406 08 1 12 1416 18 2 o0 02 0406 08 1 12 1416 18 2
Temps Temps

(a) At=0.1s (b) At =0.005 s

FIGURE IL.5 — Energie cinétique pour les discrétisations en temps d’Euler et Crank-Nicolson —
Cas-test de décroissance de la vorticité, masse volumique variable.

Défaut de dissipation — Ici, dans la définition (II.27), Ny est choisi suffisamment grand
(No = 0.5/At) pour que la condition initiale n’ait pas d’impact sur les résultats. En effet, si Ny est
choisi égal & zéro, 'ordre en temps de chacune des parties du défaut de dissipation pour le schéma
Crank-Nicolson-like se dégrade quand le pas de temps tend vers zéro (Figure I1.6).

F—FHN,=0 G—FIN,=0
S—O N = 0.56t 1e-07 &— NO=0.5,6T

1e-0

1le-08]
& le-04 w

1le-09
1e-05
le-10
D D

1e-0 1e-03 1e-02 le-11 1e-03 1e-02

Pas de temps Pas de temps

a) Partie due au gradient de pression. b) Partie due a I’énergie cinétique.
8 8

FIGURE I1.6 — Taille des parties du défaut de dissipation comme fonctions du pas de temps pour
différents Ny (Equation (IL.27)) pour la discrétisation en temps de Crank-Nicolson — Cas-test de
décroissance de la vorticité, masse volumique variable.

Tracons le défaut de dissipation comme fonction du pas de temps sur la figure I1.7. Comme pour
le cas & masse volumique constante, nous observons un comportement d’ordre deux en temps pour
les deux schémas pour la partie due au gradient de pression du défaut de dissipation. La partie due
a ’énergie cinétique est d’ordre un pour le schéma d’Euler et d’ordre deux pour le schéma Crank-
Nicolson. Cette quantité est vraiment petite pour la discrétisation en temps de Crank-Nicolson
(observer que le défaut de dissipation est multiplié par 10 sur la figure IL.7).
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G Er?nk-NicoIsor G—O Crank-Nicolson (x 10
< Euler 1e-03 x—x Euler
1le-03
le-04
o le-04 w
o fa
1e-05
g b
1e-05 = pente )
le-06|
D %
-06 1e-07
le-0 1e-03 1e-02 &0 1e-03 1e-02
Pas de temps Pas de temps
(a) Partie due au gradient de pression. (b) Partie due a I’énergie cinétique.

FiGURE II.7 — Taille des parties du défaut de dissipation comme fonctions du pas de temps pour
les discrétisations en temps de Crank-Nicolson et Euler — Cas-test de décroissance de la vorticité,
masse volumique variable.

I1.4.2 Ecoulement laminaire 2D derriére un cylindre

Dans cette section, nous traitons de cas-tests tirés du benchmark proposé dans [87]. Le cas
considéré est bi-dimensionnel, et nous décomposons I’étude en deux parties : d’abord, I’écoulement
est supposé homogene et isotherme (p est constant) et ensuite, le cylindre est chauffé pour que p
soit variable. Nous donnons ici une bréve description des données utilisées et nous référons a [87]
(2D-2 case) pour une présentation compléte.

La géométrie des deux tests est représentée sur la figure I1.8. Un obstacle circulaire de diamétre
D = 0.1 m est inclus dans un canal. Le fluide entre dans le domaine par la partie gauche avec un
profil de vitesse imposé :
-y

H
uz(0,y) = 4upm y gz uy(0,) = 0,

et sort par la partie droite. Il n’est soumis & aucune force extérieure (i.e. g = 0 dans I'équation
de conservation de la quantité de mouvement). Dans cette équation, H = 0.41 m est la hauteur
du canal et u,;, = 1.5m -s7! est la vitesse d’entrée; des conditions au bord de type Dirichlet
homogeénes sont imposées sur les autres parties de la frontiére, excepté pour la partie droite, oul
une condition au bord de type sortie ((7(u)n —pn) = 0 sur JN) est imposée. De plus, on définit
la vitesse moyenne par @ = 2u,(0, H/2)/3.

Une “version grossiére du maillage (M#1) utilisée pour les calculs menés est représentée sur
la figure I1.9 ; les autres maillages sont raffinés par rapport & celui-ci, en diminuant le pas d’espace
le long de certaines lignes caractéristiques du domaine (les frontiéres et les cercles concentriques
autour du cylindre), comme représenté sur le tableau II.2.

Calcul M#L M#2 M#3 M#4  M#5
Nb de cellules | 4033 12913 43009 76091 106101
Inc. en espace | 12256 39014 129527 228937 409099

TaBLE I1.2 — Description des maillages utilisés — Ecoulement laminaire derriére un cylindre.
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FIGURE I1.8 — Géométrie du cas-test. — Ecoulement laminaire derriére un cylindre.

Al
— T

FIGURE I1.9 — "Version grossiére” du maillage (M#1). — Ecoulement laminaire derriére un cylindre.

FIGURE I1.10 — Profil instantané de la premiére composante de la vitesse — Ecoulement laminaire
derriére un cylindre.
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L’écoulement est instationnaire (Figure I1.10 pour une visualisation & un temps donné), et les
principales caractéristiques de 1’écoulement citées dans [87] sont le coefficient de trainée maximum
CDmax, 1€ coefficient de portance maximum cr .4, le nombre de Strouhal St et une différence
de pression instantanée AP entre les points de U'entrée et de la sortie du cylindre, i.e. les points
(0.15 m, 0.20 m) et (0.25 m,0.20 m) [87, section 2.2|. Le nombre de Strouhal représente la fréquence
principale de I’écoulement, rendue sans dimension par la dimension D de l’obstacle et par la vitesse
de I’écoulement u.

Les coefficients de portance et de trainée sont définis comme suit : en notant S le cercle et u;
la composante tangente de la vitesse (c’est-a-dire u; = w -t si t désigne le vecteur tangent a 5),
nous considérons d’abord les forces correspondantes

o aut . a'Uft
Fp —/S<,o1/ n n, pnx> ds, et Fp= /S<p1/ n nx—l—pny) ds.

Ensuite, cp et ¢ sont obtenus en multipliant Fp et Fp par 2/(pu D). De plus, le nombre de
Strouhal est St = D f/u, f représentant la fréquence de séparation. Cette fréquence est obtenue a
partir de I’évolution en temps du coefficient de portance.

I1.4.2.a Cas isotherme

La masse volumique est p = 1 kg - m™ et la viscosité est i = 0.001 Pa -s, donc le nombre de
Reynolds, défini comme Re = puD/p est égal a 100.

Pour chaque calcul M#i (i = 1,---,5), le pas de temps est choisi de maniére & satisfaire une
sorte de condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) inférieure a 1. Pour cela, en notant |M#i| le
cardinal du maillage (i = 1,---,5) du calcul M#i, nous considérons le pas de temps donné par

1073

VIM#|[IMA#1]

Ainsi, le pas de temps varie entre 1072 s pour le maillage grossier et 2 x 10™% s pour le maillage le
plus fin.

Les valeurs calculées de ¢ppax, CLmax, Ot €t AP sont rassemblées dans les tableaux I1.3 et 11.4
(calculs M#1, M#2, M#3, M#4 et M#5), et un domaine de valeurs plausibles pour les résul-
tats dérivé de ’ensemble des contributions du benchmark est donné. Les valeurs comprises dans
Iintervalle de référence sont notées en gras.

Calcul At CDmax CLmax St AP
M+#1 103 3.66 0.79 0.270 2.30
M#2 5.58 x 1074 3.41 0.95 0.294 2.45
M#3 3.06 x 10~* 3.25 0.98 0.303 2.50
M#4 2.30 x 1074 3.23 1.00 0.303 2.49
M#5 1.94 x 1074 3.22 1.01 0.303 2.48
Intervalle de référence 3.22-32410.99 -1.01 | 0.295 — 0.305 | 2.46 — 2.50

TABLE 11.3 — Discrétisation en temps de Crank-Nicolson — Ecoulement laminaire derriére un cylin-
dre, cas isotherme.
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Calcul At CDmax CLmax St AP
M#1 1073 3.62 0.75 0.269 2.36
M#2 5.58 x 1074 3.40 0.92 0.288 2.45
M#3 3.06 x 10~ 3.25 0.97 0.294 2.49
M#4 2.30 x 1074 3.23 0.98 0.294 2.484
M#5 1.94 x 1074 3.22 1.00 0.294 2.478
Intervalle de référence 3.22-324 1099 —1.01 | 0.295 — 0.305 | 2.46 — 2.50

TABLE I1.4 — Discrétisation en temps d’Euler — Ecoulement laminaire derriére un cylindre, cas
isotherme.

D’aprés les tableaux I1.3 et I1.4, il semble que les résultats soient en accord avec ceux de
référence, mais le nombre de Strouhal calculé pour la discrétisation en temps de Crank-Nicolson
a convergé dans l'intervalle des valeurs de référence, contrairement a la discrétisation d’Euler qui
sous-estime cette grandeur, ce qui va bien dans le sens d’une plus grande dissipation en temps car
les fréquences sont amorties dans ce dernier cas.

I1.4.2.b Cas anisotherme

Dans cette partie, avec la méme configuration que dans la partie précédente, le cylindre est
chauffé avec une température T}. Le fluide entre dans le domaine avec une température froide T,
et la température du mur est aussi fixée a T,.

Nous proposons d’étudier 'influence du parameétre € défini par :

T, — 1T,
€= — .
Ty + 1T,

Ce parameétre varie entre 0 (cas isotherme) et 0.8. Pour cette étude, le nombre de Prandtl est égal
a4 0.7, la viscosité est fixée a 0.001 Pa.s et la capacité thermique 1000 J.kg=t K~
Ici, le scalaire 6 est la température T et la masse volumique obéit & la loi des gaz dilatables :

To
p = Po?,

ot Ty = T. et po = 1 kg.m™3. Comme le maillage n’est pas structuré, le schéma SUSHI est
utilisé pour approcher 'opérateur de Laplace (Remarque I1.7) et le schéma MUSCL pour le terme
convectif [80] dans I’équation de conservation pour €. Le pas de temps satisfait une condition de
CFL requise par le schéma MUSCL de telle sorte qu’il varie entre 2 x 107> s et 10™* s au cours des
calculs. Les calculs sont effectués avec le plus petit maillage du cas isotherme (M#5).

Sur la figure I1.11, le champ de masse volumique est représenté pour € = 0.4, 0.6, 0.8. Pour de
petites valeurs de €, comme pour le cas isotherme, 1’écoulement est instationnaire et des oscillations
apparaissent derriére le cylindre. Pour ¢ = 0.4, les amplitudes semblent plus grandes que pour
e = 0.6. Ce comportement est cohérent avec 'augmentation du nombre de Strouhal quand € croit
(Tableau I1.5). Pour € = 0.8, contrairement aux autres calculs, ’écoulement est stationnaire et ne
présente pas d’oscillation.

Chauffer le cylindre conduit & une dépressurisation derriére le cylindre plus grande que dans le
cas isotherme. La différence de pression entre deux points du cylindre grandit avec e (Tableau I1.5).

Le coefficient de trainée croit aussi avec € tandis que le coefficient de portance décroit. Pour le
cas stationnaire (e = 0.8), le coefficient de portance est vraiment trés petit et sa valeur est similaire
a celle donnée dans |87| pour le cas 2D stationnaire.
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(c) e=0.8

FiGURE II.11 — Masse volumique pour plusieurs € au temps 10 s — Ecoulement laminaire derriére
un cylindre, cas anisotherme.

Calcul CDmax | CLmax St AP
isotherme | 3.22 1 0.303 2.48
e=04 3.54 0.56 0.316 2.59
e=20.6 3.84 0.236 0.342 2.71
e=0.8 4.62 | 0.0055 | stationnaire | 3.04

TABLE II.5 — Coefficients de portance et de trainée, nombre de Strouhal et AP pour plusieurs € —
Ecoulement laminaire derriére un cylindre, cas anisotherme.
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11.4.3 Couche de mélange turbulente 3D

Nous considérons ici un canal turbulent vertical tri-dimensionnel 2 = [—0.2;0.2] x [—0.01; 1.20] x
[—0.2;0.2] (en métres), rempli d’eau (p = 1000 kg.m~3 et u = 1073Pa.s), avec des conditions
d’entrée imposées sur la paroi basse d’équation {y = —0.01} et des conditions de sortie sur la
paroi haute d’équation {y = 1.20}. Des conditions de glissement parfait sont imposées sur les plans
latéraux de 2. Par ailleurs, le canal est divisé en bas en deux parties égales de débits différents par
une plaque verticale s’étendant de {y = —0.01} a {y = 0}. La vitesse d’injection u; = 0.61 m-s~*
de 'écoulement & droite de la séparation est plus grande que celle de gauche us = 0.26 m - s71,
générant une couche de mélange turbulent (le fluide est seulement soumis a la force de gravité). Le
systéme étudié contient donc I’équation (3). Enfin, des tests expérimentaux fournissent des coupes
des profils de vitesse moyenne et de 1’écart-type de vitesse (rms, acronyme pour root mean square
value en anglais) relevées a plusieurs hauteurs [84, 69| définis comme suit : considérons l'intervalle
de temps [t;t'] (quand I'écoulement est établi, 4.e. t = 6s et ' = 20 s pour cette simulation)
discrétion par t < Aty < --- < Aty = t/, alors pour une cellule K on pose

1 & Aty
7=0

(Uy)rms =<U; > — <U, >|2K .

Zone de mélange

]| |

Plaque de séparation

fuy U

FIGURE I1.12 — Configuration (vue de face) — Couche de mélange turbulente.

Le maillage est uniforme, constitué de 90 x 90 x 270 cellules et les pas de temps choisis pour
les simulations sont At = 1072 et At = 1073 s, le temps variant de 0 & 20 s. Le champ de vitesse
entrante est construit & partir de données expérimentales par la méthode des vortex [55] pour
générer la turbulence. Le modéle sous-maille choisi est le modéle de Smagorinsky (Cs = 0.12, [69],
Section 3.2) et nous comparons le schéma de correction de pression Crank-Nicolson-like introduit
ici et le schéma d’Euler rétrograde d’ordre un, discrétisés en espace par ’élément fini de Rannacher-
Turek.
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Des représentations d’isosurfaces de norme de vorticité pour 'isovaleur 6 sont rassemblées sur
la figure I1.13 pour différents pas de temps.

Pour le pas de temps 1072 s, la figure 11.13 montre que les tourbillons présentent davantage
de structures complexes dans le cas de 'algorithme en temps de Crank-Nicolson que pour celui
d’Euler. Pour At = 1073 s, les deux schémas semblent donner des résultats similaires.

En comparant les coupes de la moyenne (temporelle) de la vitesse axiale (notée < U, >)
entre 8 s et 20 s (Figure 11.14) aux données expérimentales, le long de 'axe d’équation {y = 0.5},
nous observons que les schémas d’Euler et de Crank-Nicolson fournissent tous les deux des valeurs
convergées de la vitesse moyenne pour le pas de temps 1072 et que ces deux valeurs sont en accord
avec les données expérimentales.

En considérant les coupes d’écart-type (en temps) de la vitesse axiale (noté (Uy)rms), de 8 s &
20 s, on observe les résultats rassemblés sur la figure 11.15.

Sur la figure I1.15, la distribution de ’écart-type est sous-estimée pour les deux discrétisations
en temps. De plus, le schéma de Crank-Nicolson permet de calculer correctement ’extremum atteint
pour le pas de temps 1072 s, contrairement au schéma d’Euler. Pour le pas de temps 1073, les deux
schémas semblent avoir atteint la convergence.

I11.5 Conclusion

Ce chapitre est dédié & la construction d’un opérateur convectif stable de types volumes finis
défini sur un maillage dual et basé sur un schéma de Crank-Nicolson en temps, pour la discrétisation
en espace par ’élément fini de Rannacher-Turek de ’équation de conservation de la quantité de
mouvement sur les mailles primales. Nous avons prouvé la stabilité de cette discrétisation et ensuite
nous ’avons utilisée pour construire un schéma de correction de pression. On a montré que ce schéma
est moins dissipatif numériquement que celui obtenu par une discrétisation d’Euler rétrograde
d’ordre un en temps. Ce travail peut-étre adapté au cas de la discrétisation spatiale par 1’élément fini
de Crouzeix-Raviart sur un maillage triangulaire. De plus, nous avons dérivé une identité d’énergie
cinétique discréte et estimé la taille du défaut de dissipation. Le schéma proposé est adapté a la
LES puisqu’il fournit un controle de ’énergie cinétique et un défaut de dissipation petit. Nous
avons illustré donc les possibilités du schéma grace a divers cas-tests bi- ou tri-dimensionnels,
incompressibles ou compressibles.
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T% i/‘f%
<_/§ </g

0.2 0.5 02 0.5
Vy Vy

(a) Euler, At = 1072, (b) Crank-Nicolson, At =
1072
0.3 0.6 0.3 0.6
HE = - I T .
0.2 0.5 02 05
vy Vy
(c) Euler, At = 1073, (d) Crank-Nicolson, At =
1072

FiGuRE I1.13 — Isosurface de norme de vorticité instantanée pour l'isovaleur 6 au temps 20 s —
Couche de mélange turbulente.
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6e-01
5e-01
A 4e-01
o]
V' 3e-01
2e-01 GO At=10"
Lol LA =107
- -- Ex
d p
l l l
0e+Q Oe+
& Ze01 1e-01  0e+00 1e-01 2e. #R01 deo1 0e+00 Te-01 2e.
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(a) Euler. (b) Crank-Nicolson.

FIGURE II.14 — Moyenne (temporelle) de la vitesse axiale & y = 0.5 et z = 0 — Couche de mélange
turbulente.

1e-01] 1e-01 at=10”
AA £t
g g
~ ~
~ 5e-02 ~ 5e-02—
l l \ l l
Oe+ Oe+
& Ye-01 1e-01  0e+00 1e-01 2e. R0l leol 0e+00 Te-01 2e.
X X
(a) Euler. (b) Crank-Nicolson.

FIGURE I1.15 — Ecart-type (en temps) de la vitesse axiale 4 y = 0.5 et 2 = 0 — Couche de mélange
turbulente.
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Partie II : Discrétisation en espace
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Chapitre 111

Discrétisation spatiale : contexte et
motivations

Dans le contexte du développement de schémas performants pour la LES basés sur la méthode de
projection incrémentale [19, 93, 36, 94] et ’élément fini de Rannacher-Turek [83] (voir la description
de cet élément en Annexe A), nous proposons dans un premier temps d’étudier les capacités du
schéma de projection incrémental discrétisé par cet élément fini (noté “schéma RT“ dans la suite)
pour des calculs de Simulation des Grandes Echelles (une description rapide de cette méthode
appelée aussi LES est donnée dans la section 3 en Introduction).

Une premiére étude est réalisée pour le cas-test (académique) du canal plan périodique pour
lequel des résultats de référence précis obtenus par simulation numeérique directe sont a notre
disposition [74]|. Ce cas-test consiste a résoudre les équations de Navier-Stokes incompressibles
filtrées (Systéme (4) en Introduction) avec le modéle W.A.L.E. (acronyme de Wall Adaptating Local
Eddy viscosity, [76], Equation (6) en Introduction) comme modéle sous-maille. La comparaison
des performances des deux discrétisation spatiales suivantes : ’élément fini Rannacher-Turek avec
le schéma MAC (volumes finis), fait l'objet de la premiére section de ce chapitre et permet de
comprendre quelles qualités devra présenter le schéma numérique envisagé par la suite.

Dans une deuxiéme partie, nous traitons des critéres requis pour le choix d’une discrétisation
spatiale adaptée. Nous proposons plusieurs tests simples mettant en exergue les défauts du schéma
RT, réalisés sans utiliser de modéle sous-maille afin d’éliminer tout probléme éventuel 1ié & celui-ci
(tel que 'implémentation dans un cadre non conforme). Nous cherchons dans la suite & proposer
une discrétisation en espace basée sur le schéma RT qui corrige les défauts du schéma RT sur les
deux cas-tests décrits ci-dessus.

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section III.1, nous introduisons le cas-test du canal
plan & Re; = 590 avec le modeéle sous-maille W.A.L.E., que I'on résout en utilisant la méthode
de projection incrémentale en temps et 1’élément fini de Rannacher-Turek ou le schéma MAC en
espace. Dans la section III.2, nous cherchons des critéres pour construire un schéma numeérique
(discrétisation spatiale) basé sur le schéma RT et adapté a la LES.

I11.1 Etude d’un canal plan & Re, = 590

Dans la sous-section II1.1.1, nous introduisons les principales grandeurs physiques utilisées lors
de I’étude du cas-test. Par ailleurs, nous détaillons dans la sous-section II1.1.2 les parameétres choisis
pour les simulations menées et, enfin, les résultats obtenus avec le modéle sous-maille W.A.L.E.
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(Equation (6) en Introduction, annexes B et C pour une description de ce modéle et de son im-
plémentation dans le cadre non conforme) sont abordés dans les derniéres parties de ce travail
(Section III.1.3).

III.1.1 Description du cas-test

Dans R?, on considére deux plaques horizontales planes paralléles infinies définies par le plan
(z,y) avec des conditions de type non-glissement sur chacune d’entre elles. Les directions x, y
et z de l'espace sont désignées par la suite par les termes de direction longitudinale ou direction
principale de 'écoulement (z), direction transversale (y) et direction normale & la paroi (z). Pour
les simulations, on suppose que les deux parois de mesure L, x L, sont séparées d’une distance
L, = 2 Ly, et des conditions périodiques sont imposées a l'entrée et la sortie du canal dans les
directions = et y (Figure II1.1).

7
ffffff L. =2L

:D -

AN

FEcoulement

Ly

F1GURE III.1 — Configuration du cas-test de canal plan.

On g’intéresse a un écoulement turbulent incompressible décrit par les équations de Navier-
Stokes filtrées (Systéme (4) en Introduction), entrant dans ce domaine par la partie gauche avec un
débit imposé dans la direction longitudinale. Par les conditions au bord (condition d’adhérence sur
les parois haute et basse et conditions périodiques dans les directions z et y) et par la contrainte
d’incompressibilité, en régime établi, la vitesse moyenne w est dirigée paralléelement aux parois.

On note u, = /v0.u|,—q la vitesse de frottement pariétal et on définit le nombre de Reynolds
de frottement pariétal et la distance a la paroi adimensionnée :

u,Lg L 2us

Re, = , et z' = ,
1% 1%

v désignant la viscosité cinématique. Le nombre de Reynolds de frottement caractérise I’écoulement.
De méme, il est possible de définir un nombre de Reynolds débitant noté Req basé sur la vitesse
débitante, Re; et Req étant souvent corrélées [23] :

7/8
Re, = Re/® 0.175. (I1L.1)

Par ailleurs, il existe dans la littérature de nombreux résultats de référence obtenus par DNS
auxquels comparer les résultats obtenus par LES. Dans la suite, nous utilisons les résultats de [74].

De fait, le cas-test du canal plan est couramment étudié car il présente les avantages sui-
vants [81] :
— la géométrie est simple,
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Pécoulement en canal plan est inhomogéne, unidirectionnel en moyenne (profil de type Poi-
seuille),

— ce cas-test est bien documenté (DNS, nombreuses expériences),

— la structure asymptotique de I’écoulement consiste en deux couches : une zone pariétale et un
ceeur de I’écoulement caractérisé par un frottement turbulent approximativement linéaire.

II1.1.2 Choix des paramétres pour la Simulation des Grandes Echelles

Dans ce paragraphe, nous abordons la question du choix des paramétres de calcul qui doivent
étre déterminés précisément afin de séparer correctement les grandes échelles des petites d’une part
et d’exploiter les résultats obtenus par DNS d’autre part.

II1.1.2.a Choix du domaine de calcul

Afin de déterminer les dimensions du domaine de calcul 2, la littérature se base sur deux

points [74, 71] :

e On considére les deux variables aléatoires données par chacune des valeurs des fluctuations de
la vitesse a ’entrée et a la sortie du canal dans les directions homogenes x et y. La longueur
et la profondeur du canal sont choisies (ajustées lors des expériences ou simulations) de sorte
que ces variables soient non-corrélées aprés une demi-période.

e De plus, le domaine doit pouvoir contenir deux grosses structures (une grosse structure
représente environ 2000 unités de paroi, i.e. 2000/1,, dans la direction longitudinale et 1000
unités de paroi dans la direction transverse).

Le domaine de calcul € retenu pour les simulations est donc le suivant :

Q = [0;2m L] x [0;7 Lo] x [0;2Lg].

I11.1.2.b Choix du maillage

Une fois les dimensions du domaine connues, 'objet de cette partie est de traiter du choix du
maillage LES pour les simulations.

De maniére générale, pour les calculs LES, le maillage est uniforme dans les directions transverse
et longitudinale mais il est & noter que la taille des mailles dans la direction transverse semble avoir
un role non négligeable dans 1’évolution de I’écoulement [18]. De plus, dans le sens de la hauteur,
le maillage est raffiné prés des parois et plus relaché au centre du canal pour limiter le nombre de
cellules. La raison en est que les structures motrices d’'un écoulement turbulent sont concentrées
prés de la paroi, comme mis en évidence sur la nappe d’isovaleurs de la vorticité présentée ci-dessous
(Figure I11.2).

FI1GURE III.2 — Isosurface d’isovaleur 3 du champ vorticité.

Afin de construire un maillage adapté dans la direction normale & la paroi,
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1. la premiére aréte prés du bord se trouve a une distance de la paroi 2™ = 1 afin de séparer les
petites structures des autres,

2. au centre du canal ou se trouvent les grosses structures, il n’est pas utile de raffiner autant le
maillage. Cependant, pour controéler les erreurs commises entre les approximations sur deux
cellules adjacentes, la progression de la taille de celles-ci doit étre comprise entre 10% et 14%.

Le maillage retenu pour les simulations & venir est constitué de 40 x 48 x 88 mailles et une progression
en tanh [53, p.89| est utilisée dans la direction normale a la paroi :

Vk e [1;N,], zr= Lo {1 + E tanh [(—1 + 2(kl)>arctanha} } , (II1.2)
a N, —1
ou N, désigne le nombre de sommets dans la direction z et a un nombre réel déterminé pour
satisfaire les points 1 et 2 ci-dessus, i.e. a = 0.98605 (soit une progression entre deux mailles
adjacentes de l'ordre de 11.87%).
Le maillage considéré satisfait les conditions précitées. En effet, pour v = 1074 m2-s~! et Re, = 590,

vRe,

up == o.11§,
ug = Lio <0f_{1e775>7 —2.15,
I, = If; = 8.47 x 1074,

At = 47;\2‘37 = 92.6,

Af = 27;?;7 — 38.5,

II1.1.2.c Initialisation du champ turbulent

L’étude du canal plan turbulent nécessite préalablement de générer la turbulence. De nombreux
auteurs initialisent la vitesse par la somme d’un profil de type Poiseuille (solution des équations
de Navier-Stokes pour le cas-test du canal plan) et d’une perturbation arbitraire & divergence nulle
pour ajouter des fluctuations (par exemple, [71, p.110] ou [67, Expression (40), p.743]). Les premiers
tests réalisés avec ces méthodes montrent qu’effectivement, le champ de vitesse moyen est turbulent
mais que les fluctuations sont rapidement atténuées.

Une autre possibilité, appelée recyclage, est la suivante [14, p.66] : le champ de vitesse est
initialisé par la vitesse sauvegardée & l’issue de la simulation d’un écoulement de canal plan a
Rer; = 3600 (Figure II1.3). Les tests effectués montrent que, par cette deuxiéme méthode, les
fluctuations gardent des valeurs raisonnables. Nous la retenons donc pour la suite des calculs.
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o

FiGURE II1.3 — Profil de la composante longitudinale de vitesse pour l'initialisation du canal plan
turbulent.

111.1.2.d Forcage

L’écoulement étant incompressible, la vitesse moyenne dans le canal est constante compte tenu
de la géomeétrie du domaine. Pour ce faire, le débit du fluide est imposé (et maintenu) dans le canal
au moyen d’une force volumique. Il s’agit d’une force itérative, vectorielle (dirigée longitudinalement
dans le canal) dont l'expression est détaillée dans |24, 85| : étant donné le nombre de Reynolds de
frottement Re;, on déduit une valeur du débit de référence (par exemple, en utilisant la corrélation
de Dean (III.1)) et on construit la force F™"*! au temps "' en appliquant la formule suivante

Qref _ Qn) o (Qref _ Qn—l)

)

Fn+1 :Fn+ (

CQ N |—

ol
— F™ représente la force appliquée au temps t",
— Q" est le débit calculé au temps t",
— S la mesure de la section (verticale) du canal.
La valeur de F° est donnée par I'utilisateur.

I11.1.2.e Choix du débit de référence

Dans [74], seule figure la valeur du Re; choisie pour les simulations. Cependant, la relation entre
les nombres de Reynolds de frottement et débitant utilisée n’est pas explicitée & notre connaissance,
il nous est donc impossible de déterminer la valeur du débit Q"¢ a maintenir.

Nous allons dans la suite imposer le débit calculé par intégration des moments de vitesse d’ordre
un présentés dans [74], soit Q"¢ = 4318.5 (soit ug = 2.19 m -s71).

II1.1.2.f Statistiques

La validation/comparaison des résultats de LES se basant principalement sur les moments d’or-
dre un (moyenne) et deux (écart-type) de la vitesse, nous proposons de décrire dans ce paragraphe
le calcul de ces deux quantités.

Pour cela, nous choisissons une direction privilégiée déterminée par le profil de ’écoulement. Dans
la direction paralléle & la paroi (la méme démarche s’applique dans les autres directions) :
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e le domaine Q est découpé selon des tranches définies par des plans horizontaux (z,y) de
hauteur zg (2o est 'ordonnée d’une demi-maille), comme décrit par la figure I11.4.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————

FiGuRE II1.4 — Découpage du domaine de calcul pour estimer les moments.

e Etant donnée une subdivision de 'intervalle de simulation en périodes contenant ng itérations,
les statistiques sont réinitialisées au début de chacune d’entre elles et calculées comme suit.
Sur une période [ingAt; (i + 1) ngAt], la moyenne de la vitesse sur la tranche de hauteur
{z = 20} notée < u > (zp) a pour valeur

1

<u>(2) =
(0) MOAL X keTri (e y,m0)ek) K

Sooar Y K uklay. 20,540,

(’i+1) no
| j=ing {K€Th;(x,y,20) €K}

ol ux désigne la moyenne (spatiale) de la vitesse w sur la maille K, calculée a I’aide d’une
régle de quadrature d’ordre suffisant (déterminé en fonction de la discrétisation spatiale).
Dans la pratique, At = 1072 s et les calculs de moyenne (en temps et en espace) ont lieu
toutes les 1000 itérations (sur 10000 itérations).

e Le calcul de l'écart type noté Ups (acronyme de root mean square value en anglais) en
découle.

111.1.2.g Détermination du temps final

Le temps final est déterminé de telle sorte que le régime de 1’écoulement soit établi & cet instant
(i.e. turbulence pleinement développée). Pour décider de ce dernier point lors des simulations,
plusieurs critéres sont proposés dans la littérature et nous retenons le suivant :

— les statistiques en vitesse évaluées sur deux périodes consécutives ne différent pas,

— celles-ci sont lisses.

Pour les calculs & venir, le temps final retenu pour les simulations est de 100 s, ce qui représente
68 tours de canal.

I11.1.3 Reésultats numériques

Pour ce calcul, la discrétisation en temps est du type correction de pression, plus précisément
ici il s’agit de la méthode de projection incrémentale (Chapitre I) basée sur une approximation de
la dérivée temporelle par le schéma BDF2 (Backward Difference Formula of order 2).
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Afin d’évaluer les capacités du schéma RT, nous le comparons au schéma MAC connu pour
donner des résultats satisfaisants et & ceux de référence (DNS de [74]).

Compte tenu du profil de I’écoulement (voir la sous-section II1.1.1), nous traitons seulement des
moments de la composante longitudinale de la vitesse. Le canal étant symétrique, il suffit de les
représenter sur un demi-canal. Enfin, ils sont adimensionnés par la vitesse de frottement pariétal
en fonction de la hauteur dans le canal (exprimée en unités de parois), comme sur la figure IIL.5.

25

—— DNS ([74)]) - - DNS ([74])
[ GORT GORT .
20 x—x RT+loi de paroi #—* RT+loi de paroi
| £ MAC 8- EEIMAC
= 15— =
A, L ’_\E -
D x
vV o10+- 2
L 1
57
O = ::l il Il \\\HH' Il \\\HH' Il |11 —_f\—\\\\\' Il \\\HH' Il \\\HH' Il |11
0,1 1 10 100 0,1 1 10 100
Z+ Z+

(a) Moyenne adimensionnée. (b) Intensité turbulente.

FIGURE III.5 — Profils des moments (en espace et en temps) adimensionnés de la composante
longitudinale de la vitesse résolue entre 90 s et 100 s — Re; = 590, modele W.A.L.E.

D’apres la figure I11.5(a), il semble que les profils de vitesse moyenne pour le schéma RT sont
éloignés de ceux de DNS; a la différence du schéma MAC. Par ailleurs, 'intensité turbulente est
surestimée pour ces deux discrétisations par rapport a la DNS (Figure IIL.5(b)).

G-ORT
0.25 s—x RT+loi de paroi
' =€ MAC
0,2
A
50,1
v g%
0,
0,05
0 \ \ \ \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

FIGURE II1.6 — Profils de la moyenne (en espace et en temps) de la viscosité effective entre 90 s et
100 s — Re; = 590, modele W.A.L.E.

Nous traitons & présent du profil de viscosité effective moyenne en fonction de la hauteur dans
le canal (Figure II1.6). Généralement, celui-ci présente des extrema prés des parois parce qu'il y a
un fort taux de dissipation dans ces zones. En revanche, en s’éloignant de celles-ci, il y a de moins
en moins de structures turbulentes et donc la valeur de la viscosité turbulente diminue (il ne reste
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que la viscosité laminaire).

— Le profil de viscosité moyenne approchée par le schéma MAC présente des extrema d’ampli-
tude 0.025 en 27 = 0.25 et 2™ = 0.74.

— Ce n’est pas le cas du schéma RT : en effet, amplitude des extrema est dix fois plus im-
portante que pour le schéma MAC et se situe en 27 = 0.02 et 27 = 0.98. Ainsi, la viscosité
(turbulente) est importante prés des parois et I’écoulement dissipe beaucoup trop d’énergie,
ce qui aplatit le profil de vitesse moyenne prés des parois. En revanche, au centre du canal o
la viscosité turbulente est petite, les profils de vitesse se rapprochent de ceux de référence.

Afin de corriger le mauvais comportement de la viscosité en proche paroi, nous proposons de
tester I'ajout d’une loi de paroi au schéma RT. Les lois de paroi sont habituellement utilisées
pour imposer un "bon” frottement & la paroi. Ici, nous avons par exemple choisi de représenter les
résultats obtenus pour la loi de Werner et Wengle [97] imposant au profil de vitesse instantané
d’obéir a la loi suivante (voir les propriétés intéressantes de ce modéle dans [1, p. 109]) :

u 2T, si 2T <11.81,
A(zH)B,  sinon.

pour A = 8.2 et B =1/7. 1l est bon de noter que le profil de viscosité pour le schéma RT reste
inchangé, malgré I'ajout d’une loi de paroi.

II1.1.4 Conclusion (provisoire) concernant le cas-test du canal plan

Cette section montre que, pour le cas-test du canal plan a Reynolds 590, le schéma RT ne
permet pas de retrouver les profils des moments de vitesse de référence (DNS). Nous cherchons
donc des critéres permettant de construire un schéma adapté a la LES basé sur le schéma RT, ce
test indiquant clairement la nécessité de proposer un schéma de type MAC.

Dans la partie I, nous avons proposé une discrétisation en temps qui n’améliore pas les moments
de vitesse pour le cas-test du canal plan & Re; = 590 pour le schéma RT au contraire du schéma
MAC. Pour cette raison, nous proposons de traiter dans la suite a la discrétisation spatiale.

ITI.2 Quels critéres portant sur la discrétisation spatiale pour la
LES?

Dans cette section, dans le but de construire un schéma basé sur le schéma RT et adapté a la
LES pour des maillages non structurés, nous nous interrogeons d’abord sur les critéres sélectionnés
par la littérature dans le contexte plus général des méthodes basées sur des éléments finis ou des
volumes finis. Nous présentons ensuite deux tests simples soulignant un défaut du schéma RT, a
savoir le manque de précision pour des écoulements & convection dominante.

IT1.2.1 Bibliographie

Nous distinguons dans la littérature trois grands types de méthodes numériques proposant une
discrétisation spatiale adaptée a la LES et valide pour des maillages non structurés.

1. Un certain nombre d’auteurs présentent une généralisation du schéma MAC valide pour des
maillages généraux.
Au sein du code CDP (code CFD développé a Stanford), un schéma volumes finis valide
pour des maillages quelconques est proposé dans |66] pour des écoulements incompressibles
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et étendu dans [45] pour des écoulements faible Mach a masse volumique variable. Pour
ce schéma, les inconnues cartésiennes de vitesse et la pression se trouvent au centre des
cellules primales tandis que les inconnues de vitesse normales aux arétes (si d = 2) ou faces
(si d = 3) sont stockées indépendamment des autres au centre des arétes ou des faces. Une
approche prédicteur-correcteur est utilisée, permettant de calculer la vitesse prédite au centre
des volumes de controle et d’en déduire les vitesses normales aux faces par interpolation. Enfin,
les vitesses normales aux faces sont projetées, conduisant & un probléme de Poisson sur la
pression. Une amélioration de ce schéma a de plus été proposée dans [46].

Par ailleurs, dans le cas compressible, une généralisation du schéma MAC en coordonnées
cylindriques est introduite dans [25], en adaptant la construction de l'opérateur convectif
anti-symétrique proposée dans |73 (différences finies).

2. Il existe dans la littérature des méthodes basées sur des éléments finis de degré élevé et
introduisant un terme supplémentaire de stabilisation censé jouer le réle du modéle sous-
maille [42, 59].

— Par exemple, dans [39], 'espace d’approximation pour la vitesse est décomposé en deux
niveaux (échelles résolues et échelles sous-maille), et un terme de diffusion artificielle est
ajouté a I’équation d’advection-diffusion considérée. Cette méthode, valide pour des mail-
lages quasi uniformes, donne des résultats satisfaisants pour des problémes & convection
dominante.

— Puisque la commutation du filtre et de l'opération de différentiation n’est pas toujours
vraie, les méthodes dites VMS (Variational MultiScale method) constituent une extension
possible de la LES (introduite dans [52| dans le cas incompressible pour des éléments fi-
nis et étendue par [61] au cadre compressible, pour une discrétisation spatiale mixte par
des éléments finis/volumes finis). Les méthodes VMS reposent sur le principe suivant : on
décompose ’écoulement selon trois types d’échelles, & savoir les échelles non résolues, les
petites échelles résolues et les grandes échelles résolues. On considére que les échelles non
résolues n’influencent pas directement les grandes échelles et que l'influence des échelles
non résolues, limitée aux petites échelles, est modélisée par un terme de viscosité. Ainsi,
les grandes échelles sont influencées indirectement par les échelles non résolues du fait
du couplage des échelles (la non-linéarité des équations de Navier-Stokes). Les différences
essentielles de cette méthode avec la LES sont les suivantes : d’une part, les espaces d’ap-
proximation sont définis par projection sur des espaces de fonctions appropriés, plutdt que
par filtrage et d’autre part l'effet des échelles non résolues est modélisé seulement sur les
“petites échelles résolues”, pas sur les grandes.

3. Par ailleurs, il existe certaines méthodes dans la littérature reposant sur I’enrichissement de

I’espace d’approximation discret pour la pression.

— Cest le cas de la littérature de Trio-U (code CFD développé au CEA) qui fait référence
a la nécessité d’enrichir ’espace d’approximation discret pour la pression de 1’élément
fini Crouzeix-Raviart dans le cadre d’applications utilisant la LES (des explications sont
fournies dans [1, p. 27]). Ainsi, dans [48|, auteur propose de travailler avec I’espace d’ap-
proximation pour la pression Pibulle pour © C R2. De plus, la construction de cet espace
est étendue dans le cas ot d = 3 dans [32] ou le choix des espaces discrets est déterminé de
maniére & satisfaire une identité d’énergie cinétique. Enfin, I’analyse de compatibilité pour
ce nouvel élément et des estimations d’erreur sur le probléme de Stokes sont présentées
dans [7].

Enfin, il semble que ce type de méthode soit développé sur des quadrangles/hexaédres dans
Trio-U et qu’elle donne des résultats satisfaisants dans le cas ou les mailles sont carrées ou
cubiques, mais pas pour des maillages rectangles ou pavés.
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— Dans [58, 60], il est proposé d’utiliser une méthode VMS basée sur une projection varia-
tionnelle pour des maillages structurés : la discrétisation en espace est basée sur 1’élément
fini Q2/P14;s. pour les petites échelles tandis que les grandes échelles sont obtenues par
projection dans I'espace Qp. Ainsi, le systéme discret repose sur ’espace d’approximation
Q2 pour la vitesse et 'espace Pq g5 + Po pour la pression. Il est d’ailleurs constaté, pour le
cas-test du canal plan & Re; = 180 [60], que cette méthode fournit une approximation de
la moyenne de la vitesse en accord avec les références, et surestime l'intensité turbulente. I1
en est de méme pour des cas-tests plus complexes [58] comme celui des couches de mélange
a Re = 10000 (appariement de tourbillons) ou bien un écoulement turbulent derriére un
cylindre.

I11.2.2 Cas-tests simples illustrant les défauts du schéma RT

Nous présentons plusieurs cas-tests simples supplémentaires réalisés sans modéle sous-maille
afin d’éliminer tout probléme hypothétique lié & ce dernier.

I11.2.2.a Probléme d’Oseen stationnaire a convection dominante

(ue:cact , ea:act)

Nous proposons de construire une solution manufacturée P aux équations de Navier-
Stokes stationnaires incompressibles (Systéme (1) en Introduction, Section 2) et de tester ’approxi-
mation de la solution obtenue pour le probléme d’Oseen stationnaire (Systéme (8) en Introduction)
avec, pour vitesse d’advection, uet,

Pour ce test, le domaine de calcul est = [0;1]?, et afin d’avoir un écoulement & convection
dominante nous prenons 4 = 1072 Pa-s et p = 1 kg - m™>. La solution analytique (u®*ect, peact)
est donnée par

z,y) = rot(sin(mx)?sin(my)?) = 27 sin(mx)? sin(my) cos(my) |

emact(
—27 sin(my)? sin(rz) cos(mz)

u

pezact (x) y) = COS(?TLI?) Sin(ﬂ'y);

afin qu’elle vérifie des conditions au bord de type Dirichlet homogeénes pour la vitesse (Figure II1.7).

Afin de déterminer numériquement 1’état stationnaire, nous utilisons une pseudo-évolution en
temps avec une méthode de projection : précisément, un schéma de projection incrémental (de type
BDF2) est appliqué a chaque itération en temps tant qu’un critére d’arrét n’est pas satisfait. Nous
supposons que l’état stationnaire est atteint lorsque la norme L des incréments de vitesse et de
pression est assez petite (inférieure & un parameétre £ multiplié par At). En pratique, pour ce calcul,
At=10"2set £ =105,

Les maillages utilisés sont rectangles uniformes, constitués de 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40 et 80 x 80
cellules. La convergence spatiale du schéma RT comparée a celle du schéma MAC est représentée
sur la figure II1.8 (échelle logarithmique).

La figure II1.8 montre une convergence spatiale d’ordre deux pour le schéma RT et le schéma
MAC, le schéma RT étant moins précis que le schéma MAC. Puisque le schéma MAC a seulement
des inconnues de vitesse normales aux arétes et puisque la composante tangente du gradient de
pression discret est nulle pour I’élément fini de Rannacher-Turek, on propose dans la suite d’évaluer
séparément la contribution de chacune des composantes de vitesse (tangente et normale) pour
I’élément fini de Rannacher-Turek.
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(a) Module de vitesse. (b) Pression.

F1GURE III.7 — Profils des solutions exactes — Probléme d’Oseen stationnaire a convection domi-

nante.

1e+00]
le-0]
S
= 1e-02
1e-03
G—ERT
16-04 G- MAC
N 1e-02 1e-01

FIGURE IIL.8 — Norme L? de I’erreur d’approximation (relative) pour la vitesse en fonction du pas
d’espace — Probléme d’Oseen stationnaire & convection dominante.
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Considérons les champs de “vitesse normale” et de “vitesse tangente” notés respectivement
unormal et wtangent

unormal — Z Uy Ny Py et ultangent _ Z Uy To Py
ceé\ép c€&\ép

ol u, désigne le degré de liberté pour la vitesse et ¢, est la fonction de forme en vitesse pour
I’élément fini de Rannacher-Turek, tous deux étant associés a 'aréte o.

On définit la norme L2 pour les composantes u™"™ et u!®9¢"t de la vitesse comme suit

[ R =37 D] g
ceé\ép

o3 =3 1Dy g -
c€&\ép

Nous étudions dans la suite de ce paragraphe la convergence spatiale en norme L? des composantes
normales et tangentes de la vitesse pour le probléme d’Oseen stationnaire & convection dominante

(Figure II1.9).

1e+00 /97
le-01
Es
3 1e-02
G- MAC
1le-03 +—+ RT, vitesse normale
RT, vitesse tangentg
=+ RT, vitesse compléte
le-04

le-02 le-01
h

FIGURE II1.9 — Norme L2 de l'erreur d’approximation (relative) pour les composantes normale
et tangente de vitesse en fonction du pas d’espace — Probléme d’Oseen stationnaire a convection
dominante.

D’aprés la figure II1.9, on constate que le défaut de précision du schéma RT semble étre dicté

principalement par le champ de vitesse tangent. En revanche, les degrés de liberté normaux aux
arétes présentent une erreur d’approximation réduite.
Conclusion (provisoire) pour le probléme d’Oseen stationnaire & convection dominante
Pour le cas-test d’Oseen & convection dominante, le schéma RT souffre d’un défaut de précision
comparé au schéma MAC, il semble provenir des composantes tangentes de vitesse aux arétes.
Dans la suite de ce mémoire (Chapitre IV), nous proposons de pénaliser chaque degré de liberté
de vitesse tangent a une aréte (si d = 2) ou face (si d = 3) afin qu’il soit proche d’une combinaison
linéaire des degrés de liberté normaux alentour. Cette construction permet de réduire le défaut de
précision du schéma RT.

I11.2.2.b Probléme du tourbillon isolé

On admet parfois [32] qu’un schéma adapté a la LES doit avoir la propriété de calculer exacte-
ment une solution particuliére des équations d’Euler incompressibles stationnaires, ou le gradient
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de pression équilibre exactement le terme convectif. Cette propriété signifie moralement que loin

de la

paroi, aux endroits ou les effets dissipatifs du modéle sous-maille ne se font plus sentir, le

schéma RT n’est pas fidele & la physique dans le cas ou le nombre de Reynolds est trés grand
(Re = 00); c’est la stratégie que nous étudions ici. Cette solution s’écrit u®*(z,y) = (y, —x)*
et p@a(x,y) = (22 + y?)/2, elle vérifie ’analogue discret du systéme (9) en Introduction pour le
schéma MAC mais pas pour le schéma RT sur un maillage rectangle uniforme (’erreur est en O(1)
par rapport au pas d’espace).

1- Elément fini de Rannacher-Turek

Rappelons que I’élément fini de Rannacher-Turek est un élément fini mixte, défini sur des

quadrangles comme suit :

— les inconnues de vitesse sont situées sur les arétes. La vitesse discréte appartient a I’espace
d’approximation noté X3 des fonctions Qp par cellules. Le degré de liberté en vitesse
associé a 'aréte o et & la composante ¢ est noté u,; et déterminé de telle sorte que la
moyenne du saut de u; soit nulle & travers o. De ce fait, la vitesse discréte est discontinue
et cet élément est non conforme.

— les inconnues de pression sont situées au centre des cellules, et la pression est constante par
maille. Nous notons M}, ’espace discret d’approximation pour la pression.

Notations
Adoptons les notations de la figure I11.10. Etant données deux cellules K et L d’un maillage
rectangle uniforme de 0, on note 0 = K|L une aréte les séparant et g; (¢ = 1,---,4) les

arétes de la cellule diamant D,. Nous notons les approximations des flux massiques sur le
maillage primal : Fyy, Fs, Fn, Fg et Fy, Fs, Fg, Fin et sur le maillage dual : F, ., F,.,,
Foey et Iy,

FVV -

F N F N —
oN i t oN
| " e | - o maillage diamant
oer 7 Foe, maillage primal
\ / 0,0 aréte primale
o - *,\\;3 € aréte duale
1/ Fp=|-Fy S |k —Fy flux primal
- —TIg —F, - flux dual
€2 \ €4
F(T,E-’) »»,-'/ FO’,€4
L | K |
o | R 75
Fg Fg
h h

FiGuRreg II1.10 — Notations concernant la discrétisation spatiale par ’élément fini de Rannacher-
Turek.

On note z, et Yy, les coordonnées du centre de o et h et k le pas d’espace dans les directions
T et y.

Discrétisation des équations d’Euler stationnaires incompressibles
a- Discrétisation du gradient de pression sur l'aréte o

Nous allons montrer que la composante selon e¥) du terme convectif non-linéaire discret est
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non nulle sur les arétes dont la normale est portée par e(z), impliquant alors que le terme
convectif et le gradient de pression discrets ne s’équilibrent dans le cas d’un maillage rectangle
uniforme.

Compte tenu que 'espace d’approximation pour la pression est constitué de fonctions cons-
tantes par mailles, par la formule de Stokes, le gradient de pression discret sur ’aréte o s’écrit
(Chapitre I) :

|Ds| (V) = |o| (pL — PK) MK .o,

et celui-ci est dirigé selon la normale aux arétes. D’ou, par définition de la solution exacte
pour la pression d’abord et puisque yx = yr, ensuite,
Dol (V)0 =17 (@ 4 1) (ac — w0),
’ 2 (I11.3)
= hk z,.

b- Discrétisation du terme convectif non-linéaire sur ’aréte o
La discrétisation de 'opérateur convectif pour I’élément fini de Rannacher-Turek est décrite
en détail au paragraphe 11.2.1. Appliqué a une fonction u € Xp, il s’écrit :

! Z Fo,s U,

D] e=Dqy|D,,

ol u. est une approximation centrée de la vitesse sur les arétes internes. Dans la suite, nous
étudions le terme suivant
exact
E Foeul™.

E:D0-|Do.l

Avec les notations du paragraphe I1.2.1, commencons par voir que l’expression de I'approxi-
mation des flux de masse sur le maillage dual est construite & partir des flux primaux comme
suit (utiliser le tableau I1.1 et les expressions suivantes : Foe, = Fgy, Foe, = —Fgip,
Fo"63 = _FN|W et FU754 = FW|S) .

1 3 1 3
Fy., =-Fy—>Fp—>Fg+>Fy,
£1 giw—gte—3g s+8 N
1 3 3 1
Fo ey :gFW—gFE"i‘gFS—éFN,
; | , (I11.4)
Fpey =—>Fy+-Fp—-Fs+>Fy,
€3 8w+8E 85+8N
3— 1~ 3~ 1=~
Fy., =—2Fy+-Fg+°Fg—~Fy.
[ Loes 8W+8 E+8s g i
L’expression de la solution analytique u®*® = (y, —z)7 implique :
(Fy = —FF,
FS:_FN7
F\W;__FEa
ﬁ;:_ﬁvu
Fp=Fg
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Ainsi, les équations (II1.4) s’écrivent encore :

¢

1
FO',El :i(FNiFE)a

F07€2 = (FE+FN)7

1
12 (IIL.5)
F0'753 = §(FE+FN)7

1 —
Foer = 3 (Fg — Fn).

e Equation associée a l'aréte o dans la direction .
Remarquons que le fait que Z F5 . = 0 implique que :

8=Dg|Dg/

uexact + uexact
§ : F._qglract  _ E : F 9,z o'z — qlract § : F
o, e x - 0, 9 o,T g,
e=Dgs|D s e=Dgy|D s e=Dgs|D s

exact exact

. Z F <uo’,z —Usy )

— o —2 .

EZDG—‘DU/

De ce fait, en utilisant 1’équation (I11.5) d’abord et Iexpression de I’approximation des flux
primaux Fy = —|on|xp et 1/7’7\/ = —|on| Tk ensuite (la solution analytique u®** étant
linéaire, ses degrés de liberté sont égaux a la valeur de la fonction au centre de l'aréte (i.e.
une coordonnée)), on a :

exact __ ,,exact
F exact __ Ja u’a’,x ua,x
g, us}m - ag,e 2 9y

e=Ds|D s e=Dg|D s

g
= u (Fo,sl - FU,Ez + FU,EB B F‘T"54)’
o —
o —
- _’41’(|0N|xL+|UN|xK)’
hk
Tt

e Equation associée a ’aréte o dans la direction y.
Le méme raisonnement que pour la composante x de la discrétisation du terme convectif sur

la face o s’applique :

Y Feu =2,
e=Do|Dys (I11.6)
hk
= _? Yo
Le gradient de pression et le terme convectif discrets s’écrivent donc :
hk x4
|Do’ (Vpemact)a — ’U| (pL _ pK) NKe = ,
0
t t —y o
|Do—’ (uez‘ac . Vue:cac )0- —
hk
-3 Yo

113



CHAPITRE III. DISCRETISATION SPATIALE : CONTEXTE ET MOTIVATIONS

De ceci, on déduit que le terme non-linéaire discret n’équilibre pas le gradient de pression
discret et ’erreur est en O(1) par rapport au pas d’espace.

2- Schéma MAC

F w

Rappelons que le schéma MAC consiste a calculer la vitesse approchée comme solution de deux
schémas volumes finis écrits sur deux maillages décalés tandis que la pression est constante
par cellule primale.

Notations

Les notations adoptées sont résumées sur la figure III1.11. Soient K, L (left) et R (right) des
cellules adjacentes (deux & deux) de Tj. Considérons o = K|L une aréte interne et D, la
maille décalée associée & o ; associons a cette aréte le vecteur normal unitaire ny , sortant
de la cellule primale K. Soit de plus ow (resp. og) Paréte de L (resp. R) qui ne partage
aucun sommet avec o. Sur chacune des deux familles de maillages (K)xeT, et (Ds)octi,
considérons des approximations des flux massiques sur le maillage primal : Fy, Fn 1, Fc,
Fsr, Fnk, Fp et Fsy et dual : F,., Fyey, ooy et F,yo,. De plus, par x, et y,, nous
désignons les coordonnées du centre de ’aréte o et par xx et yx les coordonnées du centre
de la maille K.

ON . . P
maillage décalé
maillage primal
o aréte primale
£ aréte duale
—Fy flux primal
Fn L Foe, FN i —F, flux dual
ey !
ow ! Do | OF |
Foe : IFUf
J,e], . FC ; FE .|k
61: o tes
L | K ! R !
| | |
Fsr Foe Fs i
h h h

F1aUreg II1.11 — Notations concernant la discrétisation spatiale par le schéma MAC.

Discrétisation des équations d’Euler stationnaires incompressibles

Dans ce paragraphe, nous montrons que la formulation discréte des équations d’Euler incom-
pressibles stationnaires pour la solution u®*(z,y) = (y, —x)7 et pe*e(z,y) = % (22 + y?)
sont satisfaites par le schéma MAC.

a- Discrétisation du gradient de pression sur 'aréte o
Dans la configuration de la figure II1.11 et d’apres I’équation (I11.3), on a :

hk x,
’Da’ (Vpexact)o — .
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b- Discrétisation du terme convectif non-linéaire sur 'aréte o
La discrétisation de I'opérateur convectif pour le schéma MAC est donnée dans [49]. Compte

tenu du fait que
Z Fo,s = 07

E:DngD.l
) : : : exact __ T 13 : . a,exact __ . exact __
et de tl expression de la solution analytique w = (y, —z)" qui implique : UGty = ug e =
exac H .
ug?®, on a (notations de la figure IT1.11) :
exact __ ,,exact exact __ ,,exact
F exact __ F uO’NﬂC uU,ﬂC F u'UE»fU uo'»ft
0,€ us,w - 0,€4 2 + 7,3 2
e=Ds|D s
D’ou :

)

exact exact exact exact
uos,x — u(m uaw’x — ’UIU’I
+F, e 3 e
0,2 2 0,£1 9 .

exact __ ,,exact exact __ ,,exact
F exact __ F uUN,x ’U;U,x F UUSJ ugﬂf
o.E u’e,x = l'oey 9 - | + 0,2 —2
EZDU|DU/

soit encore, compte tenu de I’expression de la solution u®® = (y, —x)7T,

Y Fufet=F,., <y”N2_y"> + Fy., (Z/"S;y"> . (IIL7)
EZDG|DO_/

La différence d’ordonnées dans I’équation (II1.7) ci-dessus s’écrit

_ lon[+ 10|
Yon — Yo = f

De plus, utilisant ’expression de 'approximation des flux de masse sur le maillage dual en
fonction de ceux calculés sur le maillage primal [49] :

1
Foe, = §(FN,L + Fn k),
1
Foeo = —§(FS,L + Fs k),

1
FCRES = 5(FC+FE)7

1
Foey = _§(FW + Fo),
on obtient :
Z Fg’g u::xxad = FU=€4 <|L||> - Fa752 <|!||> )
6:DU|DO./

= < (v + Fw) (lowl + lol) + 5 (Fsy + Fs ) (los| + [o).

(T11.8)
Puisque le maillage est structuré, et par l'expression des flux primaux en notant |on 1| la
mesure de ’aréte horizontale supérieure de la cellule L, on a

Fyp=Fsp=—|lonrlzr, et Fsg=IFInkg=—|osk|rk.
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Reportons ces formules dans (II1.8), il vient

1
> Pt = (lowl+lof) (lonlar + on il 2x)
e=Dqs|D s

1
—g Uosl+lol) (los.l 2L + losx| 2x),

1
= —z (onvcler + lon k| zk) (jon] + 2]o] + |os]).

T8
Ainsi, pour un maillage rectangle uniforme de pas h dans la direction x et k dans la direction
Y,
hk x4
|Do| (Vp™™)y = o] (pr — pr) N0 = ,
0
—hk x,
|DU’ (uexact X Vue:cact)o — .

\

De ceci, on déduit que le terme non-linéaire discret équilibre le gradient de pression discret
pour le schéma MAC.

3- Mise en ceuvre numérique

Lors de la mise en ceuvre numérique du cas-test, afin d’atteindre un état stationnaire, nous
utilisons une pseudo-évolution en temps avec une méthode de projection : précisément, 1’al-
gorithme en temps consiste a itérer le schéma de projection incrémental BDF2, jusqu’a ce
que la norme L™ des incréments de vitesse et pression soient inférieure & un paramétre &
multiplié par At. Pour ce test, £ = 0.3 et At =1072 s,

Comparons les discrétisations spatiales par 1’élément fini de Rannacher-Turek et le schéma
MAC. Le maillage est constitué de 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40 et 80 x 80 rectangles uniformes.

Les résultats relatifs a la répartition de la norme L? discréte de I'erreur d’approximation pour
la vitesse et la pression en fonction du pas d’espace sont rassemblés sur la figure I11.12 en
échelle logarithmique : 'erreur d’approximation en vitesse pour le schéma MAC est de 'ordre
de 'erreur machine tandis que celle pour la pression est d’ordre deux en espace. En revanche,
les solutions approchées par le schéma RT ne convergent pas en espace.
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16400 1e+00
le-01 [EF— = = £]
le-01 1le-02
z B
> 2 1e-03
le-02
le-04
) 1e-05|
1e-03 G 10" MAC G— MAC
G RT 1606 G RT
le-02 le-01 (:Ee-OZ le-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

FIGURE II1.12 — Norme L? de 'erreur d’approximation (relative) en fonction du pas d’espace — Test
du tourbillon isolé.

Conclusion (provisoire) sur le probléme du tourbillon isolé

Ce cas-test simple montre que, pour le schéma RT, le terme convectif non-linéaire ne s’équilibre pas
avec le gradient de pression pour une solution particuliere comme c’est le cas au niveau continu,
contrairement au schéma MAC. De ce fait, les solutions approchées par le schéma RT ne convergent
pas (spatialement). Une stratégie envisagée dans la suite de ce manuscrit (Chapitre V) consiste a
enrichir I'espace d’approximation pour la pression, ce qui permet de résoudre ce probléme.

I111.2.2.c  Couche de mélange & Re = 10000

Nous traitons & présent d’un cas-test tres répandu dans la littérature pour la LES du fait de
sensibilité & la discrétisation choisie.

Le principe de ce cas-test, décrit dans [63, 57, 37, 15], est le suivant : considérons deux couches
visqueuses, de caractéristiques p = 3.571x107% Pa-set p = 1 kg-m ™3, se déplacant horizontalement

avec des vitesses opposées —Uso et Usy = 1 m -5~ dans Q = [0;1]2 et séparées par une zone de

meélange d’épaisseur op = 2—18. A D'instant initial, le profil de vitesse est en tangente hyperbolique,

et soumis a une perturbation sinusoidale verticale :

up(z,y) = (é) Uso tanh (Qy(j; 1) + (_85:2) )

ou la fonction de courant v est donnée par :

_0r)2
Y(x,y) = cUoo €xp (—W) (cos(8mx) 4 cos(20 7 x))

99

et ¢ = 0.001 désigne 'amplitude de la perturbation (bruit). Des conditions de type symétrie sont
imposées sur les parois horizontales {y = 0} et {y = 1}, et des conditions au bord périodiques sont
prescrites sur les axes {z = 0} et {x = 1}.

Nous étudions I’évolution de ’écoulement décrit par les équations de Navier-Stokes incompres-

sibles (Systéme (1) en Introduction, pour lequel la deuxiéme relation est donnée par dive = 0) sur
I'intervalle de temps (0,7") (le temps final est adimensionné et vaut 7" = 200 09 s). La perturbation
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verticale de la vitesse injecte de I’énergie au mélange et le rend turbulent, le nombre de Reynolds
étant donné par Re = ¥ = 10000. Ainsi, quatre tourbillons sont générés et s’apparient (fusion-
nent) successivement deux a deux pour donner d’abord deux tourbillons secondaires et ensuite un
seul tourbillon (Figure III.13).

Fi1GURE I11.13 — Champ de vorticité aux temps non adimensionnés 20 s, 30 s, 50 s, 70 s, 80 s, 100 s,
120 s, 140 s et 200 s [37].

Afin de simuler ce phénomeéne, nous utilisons une discrétisation en temps de type BDF2, et le
pas de temps adimensionné est donné par At = 0.01 09 = 3.57 x 10~ s. De plus, la discrétisation
spatiale repose sur ’élément fini de Rannacher-Turek ou le schéma MAC. Le maillage est choisi
pour que la taille du filtre soit plus petite que I’épaisseur de la zone de mélange (320 x 320 mailles
rectangles uniformes).

Nous représentons le profil de vorticité instantanée aux temps (non-adimensionnés) 20 s, 30 s, 50 s,
70 s, 80 s, 100 s, 120 s, 140 s et 200 s sur la figure I11.14.
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(a) Schéma RT.

(b) Schéma MAC.

FiGure II1.14 — Profil instantané de vorticité — Cas-test de couches de mélange & Re = 10000
(appariement de tourbillons).

D’apreés la figure I11.14, nous constatons que le schéma RT atténue complétement les tourbillons,
contrairement aux références et au schéma MAC.

Par ailleurs, il existe de nombreuses analyses concernant I’amplitude de la vorticité et les temps
d’appariement des tourbillons, ce qui nous permet de voir rapidement si le schéma est adapté ou
pas a la simulation d’écoulements turbulents. En effet [57] signale que les tourbillons primaires sont
clairement visibles aprés 30 unités de temps, s’apparient aux alentours de 80 unités de temps pour
donner deux tourbillons secondaires ; ces derniers fusionnent ensuite au temps (non adimensionné)
140.

Les valeurs de la vorticité et les temps d’appariement pour le schéma MAC sont en accord avec
les références. Ce n’est pas le cas du schéma RT pour lequel le maximum de la valeur absolue de
la vorticité est de 70.7 au temps 30 s (& titre indicatif : il en est de méme pour le schéma MAC
mais pour ce dernier, le premier appariement se produit), mais seulement 23 au temps 120 s (54
pour le schéma MAC et le deuxiéme appariement a lieu pour les tourbillons simulés par ce dernier
schéma).

Conclusion (provisoire) sur le probléme de couche de mélange a4 Re = 10000
Ce cas-test simple montre que les défauts du schéma RT ne le rendent pas adapté a la LES. En
effet, cette discrétisation s’avére trop diffusive pour pouvoir la combiner & un modéle sous-maille.

II1.3 Conclusion
Dans cette section, nous avons décrit dans un premier temps le cas-test académique du canal

plan (avec le modeéle de W.A.L.E. pour modéle sous-maille) et les parameétres sur lesquels il repose.
Pour ce cas-test, afin d’évaluer les capacités de la méthode de projection incrémentale discrétisée en
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espace par I’élément fini de Rannacher-Turek, nous "avons comparée au schéma MAC. Le schéma
RT n’a pas donné des résultats en accord avec les références (Simulation Numeérique Directe de [74]),
contrairement au schéma MAC. Ceci s’explique par des extrema de viscosité moyenne prés des parois
présentés par I’élément fini, et ce phénoméne ne s’est pas estompé en ajoutant une loi de paroi.
La question de savoir quels critéres permettent de construire un schéma adapté a la LES basé sur le
schéma RT s’est donc posée. Ayant traité de la discrétisation en temps dans la partie I, nous nous
sommes concentrés sur la discrétisation spatiale. Les résultats du canal plan suggérent de construire
un schéma de type MAC. Par ailleurs, nous avons abordé plusieurs cas-tests simples qui ont mis
en avant le défaut de précision du schéma RT pour des écoulements & convection dominante.

L’analyse du schéma RT montre que la composante tangente & une face du gradient de pression
discret est nulle, donc le multiplicateur de Lagrange qui lui est associé n’intervient pas dans la
formulation discréte de ’équation de conservation de la quantité de mouvement. Nous proposons
deux solutions a ce probléme dans la suite de ce manuscrit :

1. retirer I’équation tangente de prédiction de vitesse et reconstituer la composante tangente de
vitesse. Pour ce faire, comme pour les problémes de minimisation sous contraintes, nous pro-
posons d’ajouter & cette équation un terme de pénalisation contraignant chaque composante
tangente de vitesse a une face & s’écrire comme combinaison linéaire des composantes nor-
males alentour (plus précises, comme observé sur le probléme d’Oseen & convection dominante
dans la section II1.2.2.a). C’est 'objet de la méthode RT-Stab présentée dans le chapitre IV.

2. Enrichir I'espace discret d’approximation pour la pression (i.e. ajouter des degrés de liberté
en pression) de maniére & ce que la composante tangente du gradient de pression discret soit
non nulle et s’équilibre avec le terme convectif non-linéaire discret. Le schéma RT+EP du
chapitre V est construit selon ce principe.
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Chapitre IV

Controle des vitesses tangentes aux faces
pour I’élément fini de Rannacher-Turek

Ce chapitre est dédié a la construction et a I’étude d’une méthode de stabilisation du schéma
RT satisfaisant le critére (C.2) de 'introduction (Section 6.3) & savoir la précision pour des écoule-
ments & convection dominante (voir la justification dans la section I11.2).

Dans ce chapitre, nous considérons les équations de Navier-Stokes incompressibles instation-
naires dont nous rappelons la forme ci-dessous (Systéme (1) en Introduction, dont la premiére
relation est donnée par divu = 0). Trouver u : Q — R% et p: Q — R tels que

ou+diviu®@u) —vAu+Vp =f, dans Q x (0,7),
div(u) =0, dans Q x (0,7, (IvV.1)
u(-,0) =u’(), dans Q x {0}.

Ce systeme est complété par des conditions au bord.

Nous proposons d’ajouter a I’équation de prédiction de vitesse discréte du schéma RT (Algo-

rithme 1.2) un terme de pénalisation contraignant chaque inconnue de vitesse tangente a une face
a s’écrire comme combinaison linéaire des inconnues normales alentour (pour lesquelles on observe
une meilleure précision sur le probléme d’Oseen stationnaire & convection dominante, voir la sec-
tion I11.2.2.a). Pour approcher le mieux possible les coefficients de cette combinaison linéaire, une
méthode est présentée ici pour des maillages quelconques si d = 2, et parallélépipédes rectangles
(ou parallélogrammes) si d = 3. Nous montrons que le schéma résultant noté “schéma RT-Stab*
est stable. De plus, en faisant tendre le parameétre de pénalisation vers I'infini, on observe que le
schéma limite est de type MAC (sur des maillages non structurés).
Nous illustrons les possibilités du schéma RT-Stab sur de nombreux cas-tests & convection dom-
inante, faisant tous défaut au schéma RT. Il permet en particulier, pour le probléeme d’Oseen
stationnaire, de retrouver une convergence spatiale d’ordre deux pour la vitesse et un pour la pres-
sion (en normes L? discrétes), avec une précision bien meilleure que celle du schéma RT. Enfin,
les résultats du cas-test du canal plan & Re; = 590 avec le modéle sous-maille W.A.L.E. ([76],
Equation (6) en Introduction) sont satisfaisants qualitativement : les extrema de viscosité effective
prés des parois présentés par le schéma RT (voir la Section II1.1) n’apparaissent pas avec le schéma
RT-Stab et les deux premiers moments de la composante longitudinale de vitesse sont proches des
résultats de référence obtenus par Simulation Numeérique Directe (DNS de [74]).
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CHAPITRE IV. CONTROLE DES VITESSES TANGENTES AUX FACES POUR L’ELEMENT FINI DE
RANNACHER-TUREK

Le chapitre se découpe comme suit : le principe du schéma RT-Stab est d’abord présenté dans
la section IV.1. Nous montrons dans la section IV.2 que le schéma RT-Stab proposé est stable,
et nous présentons une méthode permettant de calculer les coefficients de la décomposition d’une
composante tangente de vitesse & une aréte comme combinaison des composantes normales qui
I’entourent dans la section IV.3. De plus, des éléments permettant de généraliser le calcul de ces
coefficients pour d = 3 sont présentés dans la section IV.4. Le gain de précision et les capacités du
schéma résultant sont illustrés par des tests numériques dans la section IV.5 (maillages structurés
et non structures).

IV.1 Schéma discret en temps et en espace

IV.1.1 Notations concernant les discrétisations en temps et en espace

Rappelons que nous notons respectivement X3 et My les espaces discrets d’approximation
Rannacher-Turek pour la vitesse et pour la pression (¢f Annexe A pour une description détaillée
de ’élément fini de Rannacher-Turek) et que le degré de liberté en vitesse associé a l’aréte ou la
face o est noté Ny (u).

Nous considérons une subdivision de Iintervalle de temps (0,7') notée 0 = 0 < t! < ... <
= T, supposée uniforme pour simplifier. Soit At le pas de temps supposé constant, c¢’est-a-dire
At = t"*1 — " pour tout entier n dans {0,--- , N — 1}.

tN

IV.1.2 Schéma RT-Stab

Nous proposons de modifier le schéma RT pour résoudre des équations de Navier-Stokes incom-
pressibles (Systéme (IV.1)) par pénalisation. Le principe du schéma résultant noté RT-Stab est le
suivant : il s’agit d’ajouter a I’équation de prédiction de vitesse associée & chaque face un terme
supplémentaire assemblé aréte par aréte (si d = 2) ou face par face (si d = 3), dépendant de la
taille des mailles, proportionnel & un terme de diffusion numeérique et censé ne pas compromettre
la consistance du schéma.

Pour ce faire, on applique les étapes suivantes.
0 - Pour chaque aréte (si d = 2) ou face (si d = 3) 0 € £\ &p, on cherche des réels [, et

(aZ)sez(0) tels que pour toute fonction v d’un sous-espace bien choisi de X} (cet espace sera
précisé dans la section IV.3), on ait :

No(@) T = B Ny(0) m+ > aZNz(v) - ng, (IV.2)

FeZ(o)

ol les notations suivantes sont utilisées :

— T et n désignent les vecteurs tangent et normal & o,

— Z(o) désigne I'ensemble des faces des cellules adjacentes a o, partageant un sommet avec o,
afin de ne pas dégrader le stencil de la matrice (vitesse) associée a I'étape de prédiction de
vitesse.

Ensuite, a chaque pas de temps t", étant donnés (u",p™) connus,
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1- Prédiction de vitesse — Trouver @' € X}, tel que :

Yo € £\ Ep, V1 <i < d,

|i£;| [Na7i(an+l) + Z ~n+1 F'n, + Z / V n+l V‘Pg) dax
e€€(Dy) KeTy (IV-?’)
- Z / p" le(p(Z) de +rar(@" ", ¢ /f x, "t )dac

KeTy,

N o . . . e ~ntl
ou 7 désigne un paramétre réel strictement positif, u?f

est une approximation centrée de
la vitesse sur les faces duales ¢ intérieures (u. = u, si ¢ = Dglext (Equation (I1.12)) et
FZ. est une approximation volumes finis du flux de masse sortant de la cellule diamant D,
a travers la face e (voir [4] et le chapitre IT). L’approximation de l'opérateur convectif résultante

ZEES(D )u F” permet & celui-ci de satisfaire une identité d’énergie cinétique.

Notons h, le diamétre moyen des cellules adjacentes & 0. Afin que la forme bilinéaire associée a
ar(-,-) soit coercive et d’avoir des estimations d’énergie, celle-ci est construite de telle sorte que
ap(@" ™, ™) soit donnée par Y ces\en Mo R=2 | Ay (@™ 2, ont Ay (W™ est le résidu associé a
I'équation (IV.2) :

A (@) = NG @) 7 = B N (@) m— Y aZ NG (@) - ms. (IV.4)
5eZ(o)
Le terme de stabilisation résultant ajouté a I’étape de prédiction de vitesse s’écrit pour i €

{1---d}etoce&\&p

7@ el = Y hET AL @) Ay (o),
0'/65\5[)

=hd2 (1, — By ;)

a

Na(an—l-l) T — BO' U(~n+1) n — Z agj\/‘a(an-l-l) ‘ng

+ Z thlTQ (—ag/ni)

{o’;0€Z(c")}

N (@™ 70— Byt Nt (@™ - g — Z o2 No(@™+) - ng

ceZ(o’)
(IV.5)
2 - Projection de vitesse — Trouver ut € Xy, et p"tt € My, tels que :
Vo e &\ &Ep, V1 <i<d,
’Da| [ 1 ~ 1 1
Ny i(u™h)) = N, i (a"™* Z p't ") dive® da = 0,
At ket (IV.6)
VK € Ty, / diva" dx = Z lo| Ny (u™™h) - ng, = 0.
K

ce&(K)

L’algorithme de résolution est résumé ci-dessous (Algorithme IV.1). Commengons par nous
donner pour prérequis de trouver des réels 5 et (a2)zez () tels que pour chaque o € £\ &p et pour
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chaque fonction v d’un sous-espace bien choisi de Xp,

No(v) - T = Bo Ny (v) - m + Z aZ N5 (v) - ns.

o€eZ(o)

Algorithme IV.1(Schéma RT-Stab pour les équations de Navier-Stokes incompres-
sibles)

A chaque pas de temps t", étant donnés (u™,p") connus,

1 - Prédiction de vitesse — Trouver "' € X}, tel que :
VO’Eg\gD,Vlgiﬁd,
D ~
‘At;| [Na’i(un—f—l) _Na,i(un)] + Z ?—l&-l . + Z / Vun+1 VC,O(Z) dx
Eeg( K€7’h

— Z /p divel® da + r ar (@™, o) /f AT ol dee,

KeTy

ot ar(-,-) est définie par l’équation (IV.5).
2 - Projection de vitesse — Trouver u™ ™ € Xy, et p"t! € My, tels que :

Vo € E\Ep, V1 <i<d,

|DU| n+1 ~n+1 n+1 (%)
At Noi(u™th) — Ny, Z ") divey de = 0,
KeTy
VK € Th, / dive" ™ da = Z o] No(u™™) - ng, =0.
K

ceé(K)

Remarque IV.2 (Existence et unicité de solution)

Etant donné que le terme de stabilisation ajouté a I’étape de prédiction ar(-,-) défini par (IV.5)
est coercif et que 1’élément fini de Rannacher-Turek est inf-sup stable [13, Chapitre VI.4], le
probléme précédent est bien posé : il existe une unique solution au schéma RT-Stab.

IV.2 Analyse de stabilité

Dans cette section, nous montrons que le schéma RT-Stab est stable en vitesse et en pression,
en nous appuyant sur la stabilité de 'opérateur convectif prouvée dans [4] et sur I'expression (IV.5)
du terme ap(-,-).
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Proposition I'V.3 (Stabilité du schéma proposé)

La solution du schéma proposé satisfait, pour tout n € {0,--- ,N — 1}

~n+l ~n+1 ~n+1
™G+ =t 2 A Y VA T R+ Y Ere Na(@ T

KeTy, e=Dglext
+2rAt Y BN @) T = NG (@ ) m = Y g Np (@) - mgl?
oce€\ép o€Z(o)
—2At Z/ " dive™ T dee
KeTy,

+At2[|pn+1|177“ |pn|i7;“1:| — 9AL /S;fn—&-l ‘an-i-l da:,

ot la semi-norme ||%Th1 est définie par l’équation (11.20). En particulier, pour des écoulements
incompressibles, si Fy'. =0 pour tout € = D,lext on a :

[+ AL " 0 < T+ A [

Rappelons que 'opérateur convectif discret de [4] satisfait la propriété de stabilité suivante :

> Epa A

0'65\5[)

_ 1 ‘DU‘ ~n+1y(2 ny |2

9 Z At (INo(u"70)[* = NG (u")[%) (IV.7)
UE(S\SD ‘ ‘

1 n ~n+1y2 1 Do ~n+1 ny|2

ty X E@ Py Y Rl @) -
e=Dglext c€e€\ép

En appliquant cette propriété, on obtient le résultat de la proposition IV.3 (voir la preuve ci-
dessous).

Démonstration D’abord, multiplions ’équation de prédiction de vitesse (IV.3) par N, ;(u )
et sommons sur o, ¢. Alors, par stabilité de l'opérateur convectif donné par I'équation (IV.7), il
vient :

1 ’DU‘ ~n n 1 n ~n
5 2 ar W@ P -G 5 Y R NG @ P

c€&\Ep e=Dg|ext
+r Z hd 2,/\/’ (~n+1) T — B, J(~n+1) n — Z N( n+1) n8’2
c€€\ép ceZ(o)
+ Z / |Vun+1|2 d$—|— Z ‘DU‘ |N (,anJrl) — N (un)|2 (IVS)
At ag g
KeTy, aeS\é‘D
- Z / pdiva" ™! de = /f"“‘ﬂ”Jrl dex.
KeTh

Multiplions ensuite ’équation de projection de vitesse (IV.6) par la fonction

At n+1 ~n+1

b} %‘ 2 ] Z/ Wy dive! da |
c€E\ED Do KeT;,
1<i<d
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conduisant a 1’égalité suivante :

1 D, - .~
5 Z | ’ (|Ng(un+1)|2 - |N0(un+1)|2) + Z / pn dlvun+1 do — Z / pn-i-l divun—H da
K K

At
a€E\ED KeTy KeTy,
2 2

At 1 / ntl pio (i) n Jive()
+— p" T divey de | — /p divepy’ de | =0.
> 2 |2, 2 /.

oeE\ED KeT, KeT,
(IV.9)

On déduit le résultat en faisant la somme des équations (IV.8) et (IV.9) et en utilisant le fait que

2

> / p"divel) da | = |p"
K

KeTy

2
17777,71‘

IV.3 Construction du terme de stabilisation en dimension deux

Commengons par présenter la méthode de calcul des coefficients 3, et (a2)zez(s) intervenant
dans I’équation (IV.2), en dimension deux. Pour ce faire, adoptons les notations de la figure IV.1.

n

L,

o g 72
Ng, l})
o ‘ No(u) -1
Lo
Ng,
a3

FIGURE IV.1 — Localisation des inconnues du schéma RT-Stab si d = 2.

Etant donnée une aréte o de centre x, séparant deux cellules K et L, notons (7,m) le repére
direct constitué des vecteurs tangent et normal a 0. Soit de plus Z(o) I'ensemble des arétes voisines
de o (dans le cas de la figure IV.1, il s’agit de I'ensemble {01,092, 03,04}) de normales respectives :
Ny, Noy, Mgy €6 Ny .

Dans la suite, nous cherchons a établir un systéme d’équations portant sur les coefficients réels
Bo et (ag,)1<i<a de I'équation IV.2, ce qui constitue la difficulté du travail car les fonctions discretes
pour la vitesse sont linéaires ou bilinéaires par maille et le systéme est surdéterminé.
e La premiére idée (non concluante) est la suivante : imposons que la formule (IV.2) soit consistante
pour les champs affines. En remplacant le champ de vitesse v dans cette équation par différentes
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fonctions génératrices de I'espace des fonctions affines, a savoir les fonctions constantes :
zeR?—71, xzeR?’—n,
et les applications linéaires :
x=(z,9) ER* >z7, x=(x,9)cR®— zn,
x=(z,y) ERZ sy, x=(2,y) € RZ— yn,

nous écrivons un systéme de six équations auquel obéissent les cinq inconnues [, et ag (i =

1,---,4):

agz (T : nO’i)?

H
I
B
)
I

i=1
4
0 = (n7T) = Z n no'z
vy = (2,7, T) Za Zo, (T - Mg,),
\ (IV.10)
0 =(zon,7) =0oxs+ Z ag. To, (M- Ng,),
i=1

Yo :(ychaT) :Zagiym‘(T'nUi)v

0 =(Yomn,7) :/Bayo‘i‘zag,—ym (- ng,).
=1

Il est a présent facile de justifier le choix de faire intervenir la composante normale N (v) - n
dans l'équation (IV.2). En effet, sans ce terme dans l’équation (IV.2), si l'aréte o sépare deux
parallélogrammes identiques dont le vecteur normal aux arétes de Z(o) est noté n, les produits
scalaires T - n,, et - Ny, (1 = 1,---,4) sont égaux respectivement & 7 -n et n - n. Sous ces
conditions, les deux premiéres équations du systéme (IV.10) ci-dessus s’écrivent alors :

4

(Z a;) (r-n)=1,
ijl

(Z 041,) (n-n)=0.

En particulier, dans le cas de parallélogrammes 71 # 0 et n-n # 0, on aboutit & une contradiction.

De plus, le systéme (IV.10) est surdéterming, il est donc possible qu’il n’ait pas de solution ou qu’il
en ait plusieurs. Pour ces raisons, nous aimerions avoir & résoudre un systéme :

1. ayant toujours (au moins) une solution,
2. construit pour permettre de retenir “la meilleure solution.

e Nous présentons dans la suite la méthode retenue pour traiter de ce probléme. Puisqu’il semble
difficile que la formule (IV.2) soit exacte pour tous les champs affines, nous restreignons encore
I’espace des contraintes aux champs affines a divergence nulle dans I'objectif d’utiliser le schéma
RT-Stab pour des écoulements incompressibles. L’espace des champs affines & divergence nulle est
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de dimension cinq si d = 2, et on peut en exhiber une base adaptée” (de la forme u®v—% Trace(u®
v) I3), & savoir les champs constants :

zeR2— 71, zeR’—n,
et les applications linéaires :
zeR— (z-n)1, 2R (z-7)n,
z€R?— (x-n)n— (z-7)T.

En remplagant le champ de vitesse v dans l’équation (IV.2) par ces fonctions, on obtient le sys-
teme (IV.11) de cing équations a cinq inconnues portant sur les réels 8, et a7, :

( 4
1 =(r,7) :Zagi(T'nﬂi)’
i=1
4
0 Z(’n,T) :/Ba‘i‘zagi(n'nﬂi)’
i=1
4
o n =((x; n)T,T) :Zagi (X5, - M) (T Ny,),
i=1
4
0 =((xo-7)n,7) =fs (x0'7)+z ag, (o, - 7) (N - Mo,),
i=1
—(x5,7) =26 M) — (5 - T)7,7) = BZ (xs-m)
+Y_ ag, (@, -n)(n-15,) = (e, - 7)(T - 15,))
i=1

(TV.11)
Noter que le systéme (IV.11) s’obtient & partir de (IV.10) par différence des lignes 3 et 6. En
pratique, il est résolu par la méthode de Gauss, donc le résidu du systéme est de 'ordre de la préci-
sion machine. Cependant, cette méthode ne fournit pas de coefficients raisonnables pour certaines
géométries telles que les cellules rectangles, parallélogrammes ou cellules obtenues aprés raffine-
ment car dans ces cas la matrice du systéme (IV.11) a un noyau (le vecteur (0.5/(7-n,, ), —0.5/(7 -
Ngy), —0.5/(T - Nyy),0.5/(T - ny,),0)T appartient par exemple au noyau de la matrice de (IV.11)
dans le cas d’un maillage rectangle ou laréte o est centrée sur (0,0)). Dans ces cas-1a, notant n la
valeur commune de la normale aux arétes voisines de o, si aréte 0 = K|L, pour i € {1,---,4},
une solution raisonnable aux deux premiéres équations du systéme (IV.11) est donnée par

L) |
7 = — , e K,
Yoo m(K[+I)y T
|| |
7 = _ , e L, V.12
Yo T ar (K| + L) NS (TV-12)
n-n
Be = ———.
TN

Pour construire une méthode qui répond a tous les types de géométries, nous appliquons 1’al-
gorithme IV .4.

Algorithme IV.4 (Algorithme de calcul des coefficients af et 3,)

” — Calculer la solution du systéme (IV.11). Les coefficients obtenus sont jugés satisfaisants
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St
1. ils ne sont pas trop grands (de module inférieur a 10),
2. le terme de stabilisation résultant est consistant pour les champs constants.

— Sinon, la valeur explicite spécifique aux cellules rectangles ou parallélogrammes (Equa-
tion (IV.12)) est attribuée aur ag, et B;.

Remarque IV.5 (Schéma limite quand r — oo)

On peut vérifier que le schéma limite noté RT-Stabs, est un schéma de type MAC, dont les

inconnues de vitesse sont toutes normales auz arétes (si d = 2) ou faces (si d = 3). De plus,
son stencil dépend de la géométrie du maillage : en effet, il compte 15 inconnues en 2D pour
des maillages structurés contre 27 pour des maillages non structurés (respectivement 33 et 45
en 3D).
En particulier, dans le cas d’un maillage rectangle uniforme, B, = 0, af, = 47}%, (Equa-
tion (IV.12)). En utilisant la valeur des coefficients de la matrice de rigidité (Proposition A.5),
dans la configuration de la figure IV.2, le terme diffusif de I’équation associée a l'aréte o et a la
direction x a la forme suivante :

27 )

~ 3 - 3 - 3 - ~
gNU,I(un—H) - gNas,l(uTH—l) - ZNUs),w(un—i_l) - §N01475E(un+1) - E 03,x(un+1)
_EN (ﬂn+1) _ §./\/’ (an+1) _ §N (,&nJrl) _ §N (ﬁnJrl) + iN (ﬂnJrl)
16 J12,T 8 01,T 8 J10,T 4 06,T 32 021,T
1 " 1 - 1 - 1 . 1 ~
"’EN@Q@(U”JA) + 5N0237w(un+1) + 33N0247x(un+1) + ENU%,x(unJrl) + @N@ﬁ,r(“wﬂ)
(IV.13)
021 022 023
o17 018
I J
05 09 014
04 g 013 016
K L
03 o 012
09 a7 011 015
M N
ol 06 010
019 920
094 025 026

FIGURE IV.2 — Numérotation des inconnues intervenant dans I’équation associée & o du schéma

RT-Stabg.
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I1V.4 Extension a la dimension trois

Dans le cas ou d = 3, chaque face o considérée partage un sommet avec huit faces du maillage
(Figure IV.3). Notant (71,72, mn) une base orthonormée de R?, nous cherchons & calculer des réels

Bo, Vo, g, et 6. (1 < i < 8) tels que pour tout v dans un sous-espace bien choisi de Xp,

8
Ny(v) 11 = Bo No(v) -+ Z aZ Ny (v) - ng,,
=t (IV.14)
No() - Ta =Y No(v) m+ Y 05, No, (V) - Mg,
i=1

Compte tenu de la dimension de I’espace des champs de R? a divergence nulle (onze), la démarche
proposée dans la section précédente (Section IV.3) conduit a considérer un systéme de onze équa-
tions & dix-huit inconnues. Contrairement au cas de la dimension deux, le systéme résultant est
sous-déterminé, et certaines inconnues sont donc des variables libres. Pour résoudre ce probléme,
on pourrait imposer des criteres supplémentaires comme par exemple la consistance sur les champs
non linéaires Q1.

Comme en 2D, en imposant la consistance de la formule (IV.14) pour les applications constantes,
nous disposons cependant d’une solution raisonnable dans le cas ou les mailles sont des paral-
lélépipédes rectangles ou parallélogrammes. En effet, pour chaque vecteur tangent & une face o
noté 7; (1 < j < 2), quatre produits 7; - n,, pour i € {1,---8} sont nuls. Le systéme d’équations a
résoudre a donc pour solution les coefficients donnés par I’équation (IV.12) sur les faces ou 7; - ng,
est non nul et zéro ailleurs.

n

! )_TL
_ T2
ngli " ng Ng,
B 5 .
Ny
T
L T T 2
Ng,; 4 Mgy Noy |
E———
5

FI1GURE IV.3 — Localisation des inconnues du schéma RT-Stab si d = 3.

IV.5 Expériences numériques

Dans cette section, nous présentons les tests réalisés d’abord pour d = 2 puis pour d = 3.
Nous comparons en particulier le schéma RT-Stab aux deux discrétisations spatiales suivantes de
la méthode de projection :
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— D’élément fini de Rannacher-Turek (le schéma obtenu est noté schéma RT),
— le schéma MAC.

IV.5.1 Probléme du tourbillon isolé

Dans ce paragraphe, nous reprenons le probléme du tourbillon isolé (Systéme (9) en Introduc-
tion) : il s’agit d’évaluer si 'opérateur convectif discret équilibre le gradient de pression discret,
pour la solution particuliere donnée par u®**(z,y) = (y, —2)T et p*®(z,y) = 3 (2% + y?), sur
un maillage cartésien uniforme de [0;1]2. Il est bon de remarquer que ces fonctlons sont solutions
du probléme de Stokes (vitesse harmonique).

Etude de la convergence spatiale
Le maillage étant constitué de cellules rectangles uniformes, les coefficients aZ pour & € Z(0) de la
décomposition (IV.2) sont explicites (¢f Algorithme IV.4) :

1
= —: et 50—:0.

a
41 -nz’

SN

Noter que le produit scalaire T - ng vaut 1 ou —1 en fonction de 'orientation de ces vecteurs. Le
paramétre de pénalisation choisi pour ce calcul est 7 = 10*. Concernant le schéma en temps, afin
d’atteindre 1’état stationnaire, le procédé itératif décrit par 'algorithme IV.6 est appliqué jusqu’a
ce que des incréments de vitesse et de pression soient inférieurs a une certaine valeur.

Algorithme IV.6 (Discrétisation du probléme du tourbillon isolé)
Soit £ > 0 fizé. Tant que,

[ — w"|oo / max (1, u"]o) > AL ou [[p" T — p"loo/ max (1, [[p" o) > EAL,

on résout les étapes suivantes :
1 - Prédiction de vitesse — Trouver w" € Xp, tel que

VoeE\Ep, V1<i<d,

Dol 3\ zn 1 n— ~n+1 pn
Al 5/\/’0%( +1) 2N i(u") + iNa,z(u 1) + Z uslea,a
e€€(Dy)
- Z /p dive® da + rap (@™, W) =
KeTy,

2 - Correction de vitesse et de pression — Trouver u™! € Xy, et p"t1 € My, tels que
Voe&\Ep, V1<i<d,

3| Do | (antl @ty (" — (i)
AL [Noi(u™h) — Ny ( K;r/ ") divey de = 0,

VK € Tp, / divu"t! da = Z lo| Ny (u™*h) - ng, = 0.
K ceé(K)

Les maillages utilisés pour ce test sont constitués de 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40 et 80 x 80 mailles.
Les résultats de convergence spatiale pour la vitesse et la pression (en échelle logarithmique) sont
rassemblés sur les figures IV.4 et IV.5.

131



CHAPITRE IV. CONTROLE DES VITESSES TANGENTES AUX FACES POUR L’ELEMENT FINI DE
RANNACHER-TUREK

Dans un premier temps, le critére d’arrét de Ialgorithme ci-dessus est donné par £ = 0.3 et
At = 1072 5. La valeur de ¢ = 0.3 est dictée par le schéma RT (qui ne converge pas pour de
petites valeurs de &), ceci pour nous permettre de comparer les schémas entre eux. Le schéma RT-
Stab converge pour des valeurs du paramétre & plus petites, et des courbes de convergence pour
&€ =2 x 1072 sont présentées plus loin (Figure IV.5).

1e+00 &9 10" MAC 1e+00
—H RT
A—A RT-Stab, r=10 1e-01 O— = = £]
1e-01
? i 1e-02
El jot
le-02 le-03
1604 G-© MAC
-+ RT
1e-03 | A=A RT-Stab, r=10
1e-02 1e-01 1e-9802 1e-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

FIGURE IV.4 — Norme L? de I'erreur d’approximation en fonction du pas d’espace (erreur relative)
— Test du tourbillon isolé pour & = 0.3.

e La figure IV.4 montre que le schéma RT ne converge contrairement au schéma MAC qui
présente une convergence spatiale d’ordre deux pour la pression en norme L2. De plus, ce dernier
schéma est exact en vitesse (noter qu’on a multiplié par 10'4 Ia courbe de vitesse pour le schéma
MAC). Ceci s’explique par le fait qu’on a montré dans la section II1.2.2.b que le terme non-linéaire
convectif discret et le gradient de pression discret ne s’équilibrent pas pour le schéma RT mais pas
pour le schéma MAC.

1e+00 1e+00]
1e-01
_ 1e01 = le02
=] o
El =1
1e-03
1e-02
1e-04
G-© 10" MAC G-© MAC
A—A RT-Stab, r=18 | A4 RT-Stab, r=19
1e-98 02 1e-01 1e-9802 1e-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

FIGURE IV.5 — Norme L? de I'erreur d’approximation en fonction du pas d’espace (erreur relative)
— Test du tourbillon isolé pour & = 2 x 1072,

e Pour ¢ plus petit (6 =2 x 1072), la figure IV.5 montre que 'ordre de convergence en espace
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tend vers la valeur un (normes L? discrétes) pour le schéma RT-Stab, en vitesse comme en pression
(ordre de convergence de la vitesse est dégradé).

IV.5.2 Probléme d’Oseen stationnaire 2D

Dans cette partie, nous étudions le schéma RT-Stab construit dans la section IV.3 sur 'un
des cas-tests simples pour lequel le schéma RT fait défaut (Section II1.2.2.a) . Nous proposons
de construire une solution manufacturée notée (u®et, pe¥act) aux équations de Navier-Stokes in-
compressibles et de tester 'approximation de la solution obtenue par le schéma RT-Stab pour le

probléme d’Oseen stationnaire (Systéme (8) en Introduction).

Le domaine € = [0; 1]? est muni de conditions au bord de type Dirichlet homogénes. La solution
analytique est donnée par :

27 sin(mz)? sin(my) cos(my)
u(x. y) = rot(sin(rx)?sin(ry)?) = ,
—27 sin(wy)? sin(rz) cos(mz)

peacact(m7 y) — Sin(ﬂ'l’)z,

et la convection est dominante (la viscosité est donnée par u = 1072 Pa - s et la masse volumique
-3
p=1kg-m™).

Etude de la convergence spatiale

On utilise méthode de projection incrémentale d’ordre deux (BDF2) en temps. La vitesse et la
pression étant initialisées par les solutions exactes, le probléme est résolu par un procédé itératif
en temps et I’état stationnaire est supposé atteint quand un critére de convergence sur des résidus
de vitesse et de pression est satisfait (¢f Algorithme (IV.7)).

Algorithme IV.7 (Discrétisation du probléme d’Oseen stationnaire)
Soit £ > 0 fizé. St on a

[+ = oo/ max (1, [[u” o) = EAF ou [+ = oo/ max (1, ") > €A,

alors on résout les étapes suivantes :
1 - Prédiction de vitesse — Trouver & € X, tel que :

VO’Eg\SD, V1<i<d,

Dyl 3 .. .- 1 o .
ol SN @) 2w G Nl |+ S Fany
Eeg(Da)

+ > / vt vl de — / p" divel) de + rap (@, @)

KeTy, KeTy,

/ f tn+1 7,) dx.

Dans cette équation, Fj'. désigne une approzimation du flur de masse a travers l'aréte
duale € sortant de la cellule diamant D, (voir [4] et le chapitre II) calculée a laide de la

exact

vitesse d’advection u
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2 - Correction de vitesse et de pression — Trouver ™! € Xy, et p"t € My, tels que :

VoeE\Ep, V1<i<d,

DO’ ~n . .
Dl o) = Nog @) = 3 [ (7 = ) divegl) e = 0
2At et VK
VK € Th, / divu™ da = Z lo| Ny (u™h) - ng, = 0.
K

oe&(K)

Précisément, le pas de temps est donné par At = 1072 s et un critére d’arrét donné par &€ = 107°
est imposé sur les dérivées temporelles (vitesse et pression).
Différents maillages constitués de 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40 et 80 x 80 quadrangles sont utilisés (une
version grossiére de ces maillages est représentée sur la figure IV.6). Nous désignons par maillages
“perturbés” des maillages définis par perturbation aléatoire d’un maillage uniforme comme suit :
étant donné un paramétre réel de déformation €, on déplace chaque sommet v de ce maillage vers
un point aléatoire du cercle de centre v et de rayon la longueur de la plus petite aréte issue de v
multipliée par .

(a) Maillage rectangle. (b) Maillage peu perturbé. (c¢) Maillage trés perturbé.

FIGURE IV.6 — Maillages “grossiers* considérés (10 x 10 mailles) — Probléme d’Oseen stationnaire
2D.

Les résultats de convergence spatiale pour le schéma RT-Stab (construit dans la section IV.3)
pour différentes valeurs du paramétre de pénalisation sont représentés sur les figures IV.7, TV.8
et IV.9, en vitesse et en pression (échelle logarithmique). Noter que les résultats obtenus en utilisant
le schéma MAC pour discrétisation spatiale (valide pour des maillages cartésiens) sont donnés &
titre indicatif.

e D’une part, concernant I'ordre de convergence spatiale (en normes L? discrétes) : les figu-
res IV.7, IV.8 et IV.9 montrent que la convergence spatiale est d’ordre deux en espace pour
la vitesse et d’ordre un pour la pression. Le comportement de la pression semble dépendre de la
géométrie du maillage : en effet, ’ordre de convergence de la pression varie lorsqu’on perturbe
le maillage, comme pour le schéma RT (Figures IV.8(b) et IV.9(b)). On observe d’ailleurs
une super-convergence de la pression approchée par le schéma RT-Stab quand r = 10* et que
les mailles sont des rectangles (Figure IV.7(b)).

e D’autre part, concernant le comportement du schéma RT-Stab en fonction des valeurs du
paramétre de pénalisation r : en augmentant r, la précision du schéma RT-Stab est meilleure
que celle du schéma RT. De plus, sur des maillages rectangles, elle tend vers celle du schéma
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1e+00]

le-01

N

1le-02

1e-03

G- MAC
O+ RT
A4 RT-Stab,r=0

*—k RT-Stab,r=1

A

8

le-02

FIGURE IV.7 — Norme L? de I'erreur d’approximation (erreur relative) en fonction du pas d’espace

h
(a) Vitesse.

le-01

lIp-p|l

1e+00]

le-01

1le-02

1e-03

e

G- MAC
O+ RT
/A RT-Stab,r=0.1

*—* RT-Stab,r=10

le-02

— Probléme d’Oseen stationnaire 2D (maillage rectangle).

le+0!

le-01

1le-02

[lu-yll

1e-03

—=

G+ RT

A—A RT-Stab, r=0.1
*—* RT-Stab, r=10

le-04
e-02

FIGURE IV.8 — Norme L? de I'erreur d’approximation (erreur relative) en fonction du pas d’espace

h
(a) Vitesse.

le-01

[lp-pll

h
(b) Pression.

le-01

1le+00|

le-01

1le-02

1e-03

e

g

G—© MAC
F+E RT
/A RT-Stab,r=0.1

*—* RT-Stab,r=10

le-02

h
(b) Pression.

— Probléme d’Oseen stationnaire 2D (maillage peu perturbé).
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le+0 =
B/ 1e+01]
1e-01 / 1e+00
— = 1le-0]
EE 1e-02 g
1e-02
1e-03 ‘ﬁ COMAC gt 1/G-0 MAC
e E+E RT 1e-03 == RT
A—A RT-Stab, r=0.1 A—A RT-Stab, r=0.1
) *—* RT-Stab, r=10 ) *—* RT-Stab, r=10
le-98 02 1e-01 le-98 02 1e-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

FIGURE IV.9 — Norme L? de I'erreur d’approximation (erreur relative) en fonction du pas d’espace
— Probléme d’Oseen stationnaire 2D (maillage trés perturbé).

MAC car le schéma limite est un schéma de type MAC a stencil plus important (Remar-
que IV.5). Notons de plus que le comportement observé (précision pour r grand) s’inverse
pour la pression seulement lorsque le maillage est fortement perturbé (Figure IV.9(b)).

IV.5.3 Couche de mélange a Re = 10000

Dans ce paragraphe, nous illustrons les possibilités du schéma RT-Stab sur un cas-test 2D a
Reynolds élevé, a savoir le test de couche de mélange & Re = 10000 présenté dans la section II1.2.2.c.

Ce cas-test, consistant & approcher les solutions des équations de Navier-Stokes incompressibles,
est trés utilisé pour la LES [63, 57, 37, 15]. Le maillage est rectangle uniforme, et il est choisi pour
que la taille du filtre soit plus petite que 1’épaisseur de la zone de mélange (320 x 320 mailles).
Nous proposons de tester le schéma RT-Stab (construit dans la section IV.3 pour les coefficients
explicites donnés par ’équation (IV.12)) et de comparer la répartition du champ de vorticité obtenu
pour un maillage structuré a celui donné par les références.

Le profil de vorticité instantanée est relevé aux temps (non-adimensionnés) 20 s, 30 s, 50 s, 70 s,
80 s, 100 s, 120 s, 140 s et 200 s (Figures IV.10, IV.11 et IV.12).
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t=20s

Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.
t=30s

Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.
t=>50s8

Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.

F1GURE IV.10 — Champ de vorticité aux temps non adimensionnés 20 s, 30 s, 50 s sur un maillage
rectangle de 320 x 320 mailles — Couche de mélange & Re = 10000.
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t="70s

Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.
t=280s

Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.
t =100 s

Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.

F1GURE IV.11 — Champ de vorticité aux temps non adimensionnés 70 s, 80 s, 100 s sur un maillage
rectangle de 320 x 320 mailles — Couche de mélange & Re = 10000.
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© o o=

t=120s
Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.
&
t =140 s
Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.
t =200 s

Schéma MAC. Schéma RT. Schéma RT-Stab.

FiGURE IV.12 — Champ de vorticité aux temps non adimensionnés 120 s, 140 s et 200 s sur un
maillage rectangle de 320 x 320 mailles — Couche de mélange & Re = 10000.
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Le temps (non adimensionné) auquel se produit le premier appariement pour le schéma RT-Stab
est de 30 s tandis que 'appariement des tourbillons secondaires débute aprés le temps 140 s. Ce
dernier temps est plus important que ceux donnés par les références [37, 63].

Pour des maillages quadrangles non rectangles, le schéma RT-Stab ne donne pas des résultats
satisfaisants (qualitativement) sur ce cas-test : en effet, il se crée des instabilités qui perturbent le
profil des tourbillons.

IV.5.4 Probléme d’Oseen stationnaire 3D

Dans ce paragraphe, nous étudions un probléme d’Oseen stationnaire & convection dominante
(Systéme (8) en Introduction) dans @ C R3. Nous considérons Q = [0;1]® dont les bords sont
équipés de conditions de type Dirichlet homogenes et la solution analytique est donnée par :

w(z,y,z) = rot(sin(rz)? sin(ry)? sin(r 2)?),
27 sin(mz)? sin(7y) cos(ry) sin(rz)?)
_ | —2msin(my)? sin(me) cos(ra) sin(r2)? |
0
p(z,y,2) = cos(mz) sin(ry) cos(r 2).

La viscosité o est fixée & 1073 Pa - s pour p = 1kg - m™3. De plus, pour les simulations, une
discrétisation en temps BDF2 est utilisée. Afin d’atteindre 1’état stationnaire, nous appliquons
Palgorithme TV.7 et nous imposons un critére d’arrét portant sur les dérivées temporelles (vitesse
et pression) avec & égal a 107* (At = 1073 s). Afin de tester le schéma RT-Stab, la méthode
de calcul des coefficients présentée dans la section IV.3 est utilisée (les coefficients sont explicites
donnés par (IV.12)) et le paramétre de stabilisation est 7 = 10%.

Etude de la convergence spatiale

Pour ce test, le maillage est parallélépipéde rectangle uniforme constitué de 10 x 10 x 10, 20 x 20 x 20
et 40 x 40 x 40 mailles. La norme L? de l'erreur d’approximation pour les solutions approchées en
fonction du pas d’espace en échelle logarithmique est représentée sur la figure IV.13.
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1e+00
le-01
1e-01
= =
= =
le-02
&-© MAC G-© MAC
-6 RT G- RT
. *—* RT-Stab, r=10 Leop *—* RT-Stab, r=10
302 le-01 42 02 le-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

FIGURE IV.13 — Norme L? de 'erreur d’approximation (erreur relative) en fonction du pas d’espace
— Probléme d’Oseen stationnaire 3D.

La figure IV.13 montre que les différentes discrétisations proposées convergent a l'ordre deux
en espace pour la vitesse et pour la pression (super-convergence), le schéma MAC étant plus précis
que les autres. Le schéma RT-Stab apporte un gain de précision comparé au schéma RT de I'ordre
de dix (en vitesse) pour r = 10%, et il est aussi précis que le schéma MAC pour la pression.

IV.5.5 Canal plan tridimensionnel

Dans cette sous-section, nous reprenons le cas-test académique du canal plan turbulent tridimen-
sionnel & Re; = 590 pour lequel le schéma RT ne donne pas de résultats satisfaisants (Section III.1).
Des résultats de référence précis obtenus par simulation numeérique directe sont disponibles |74].
Nous proposons de calculer les solutions approchées des équations de Navier-Stokes incompres-
sibles filtrées (Systéme (4) en Introduction) avec le modéle W.A.L.E. afin d’examiner I'influence du
schéma RT-Stab sur les extrema du profil de viscosité effective moyenne présentés par le schéma
RT prés des parois. Du fait des capacités limitées des solveurs, le maillage est plus grossier que
dans le chapitre III. Les équations & résoudre sont les équations de Navier-Stokes incompressibles
filtrées (Systéme (4) en Introduction). Le domaine Q = [—7 Lo;m Lo] x [=5 Lo; 5 Lo] x [0;2 Lo]
(Lp = 0.5 m) est périodique dans les directions z et y et muni de conditions d’adhérence u = 0
sur les parois haute et basse (les plans {z = 0} et {z = 2 Ly}). Pour ces simulations, l'intervalle
de temps (0,100 s) est subdivisé avec un pas de temps At = 1072 s. De plus, le maillage est assez
grossier : en effet, il est uniforme (composé de 32 mailles) dans chacune des directions x et y. La pro-
gression de la taille des mailles dans le sens de la hauteur obéit a une loi en tangente hyperbolique,
pour 64 cellules dont la coordonnée z;, du sommet 1 < k < 65 est donnée par ’équation (II1.2). Le
réel a est choisi en fonction de la dilatation du maillage de telle sorte que la mesure adimensionnée
de la premiére maille zf = ‘lz—: soit égale & 1 et que la progression de la taille de deux mailles
successives soit comprise entre 10 et 14% (ici, a = 0.95701, ¢f Section I11.1.2.b). L’écoulement tur-
bulent est initialisé par reprise graphique d’un calcul mené pour un Reynolds élevé (Re, = 3600,
¢f Section I11.1.2.c) et une force volumique adaptative est imposée dans le canal, dans la direction
principale de I’écoulement, afin de maintenir un débit constant noté Q" (¢f Section I11.1.2.d).
Le paramétre de stabilisation r est choisi dans ’ensemble {0.1,1,10}.

Les paramétres étudiés sont les deux premiers moments (en temps et en espace) de la com-
posante longitudinale de vitesse résolue (voir la section III.1.2.f pour le calcul des statistiques)
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adimensionnés par la vitesse de frottement w, en fonction de la hauteur adimensionnée dans le
canal (Figure IV.14). Le profil de viscosité effective moyenne en fonction de la hauteur est quant a
lui représenté sur la figure IV.15.

30 7
- - DNS ([74]) - - DNS ([74])
I RT [ E RT
25~ G-o MAC G- MAC
A4 RT-Stab, r=0.1 5| 4 RT-Stab, r=0.1
20— *— RT-Stab, r=1 *—% RT-Stab, r=1
- &—© RT-Stab, r=10 s 4| ¢ RT-Stab, r=10
= ~u
No1s- S
: Sl
10—
2 —
5 1~
- | - - o)
0 10 100 500 0 10 100 500
z z
(a) Moyenne adimensionnée. (b) Intensité turbulente.

FIGURE TV.14 — Moments (en espace et en temps) de la composante longitudinale de la vitesse
résolue adimensionnée par la vitesse de frottement pariétal entre 90 s et 100 s — Canal plan.

Le canal étant symétrique, les moments de la vitesse sont représentés sur un demi-canal; on
observe une amélioration des profils des moments de la vitesse par rapport au schéma RT : la
moyenne et 'intensité turbulente se rapprochent des données de DNS [74], les moments d’ordre
deux restant sur-évalués (Figure IV.14).

Concernant la viscosité effective moyenne, le schéma RT montre une zone de dissipation impor-
tante en proche paroi (pics), contrairement au schéma MAC (Figure IV.15). Ces maxima jouent
un réle important dans la cascade d’énergie puisqu’ils représentent la zone dans laquelle 1’énergie
d’agitation est dissipée par les petites échelles sous forme de chaleur.

0,5
== RT

G- MAC

0,4 &— RT-Stab, r=10

03

Mg

0,2

F1GURE IV.15 — Viscosité effective moyenne entre 90 s et 100 s — Canal plan.

Contrairement au schéma RT, le schéma RT-Stab donne des résultats qualitativement satis-
faisants pour deux raisons. En effet, en comparant 'ordre de la viscosité turbulente en fonction
de la hauteur z en proche paroi (Figure IV.16(a)), on constate que celui-ci est en O(23) (z — 0)
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i = o MAC
1e-01 A RT-Stab, 1=0.1

le-02 0.04} ¥—* RT-Stab, r=1

1e-03 &— RT-Stab, r=10

le-04
A
< 1e-05
\

1le-06]

1e-07 -0 MAC

1e-08 A—A RT-Stab, r=0.1

1e-09| H—¥ RT'Stab, r=1

&— RT-Stab, r=10 | | | |
le- 0
.lle-03 le-02 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
z z
(a) Viscosité turbulente en fonction de z. (b) Viscosité effective en fonction de z.

FiGURE IV.16 — Profils de viscosité dynamique moyenne entre 90 s et 100 s — Canal plan.

pour cette discrétisation, contrairement au schéma RT. Par ailleurs, le profil de viscosité (effective)
moyenne en fonction de la hauteur dans le canal pour le schéma RT-Stab semble se rapprocher de
celui du schéma MAC pour ce nouveau schéma (Figure IV.16(b)).

IV.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit un schéma de pénalisation pour le schéma RT pour

compenser le fait que le multiplicateur de Lagrange de la composante tangente du gradient de
pression est nul. Le principe du schéma RT-Stab est de contraindre les degrés de liberté de vitesse
tangents aux faces & étre égaux 4 une combinaison linéaire des degrés de liberté normaux aux faces
alentour. Nous avons retenu une méthode de calcul des coefficients de cette combinaison linéaire en
imposant la consistance pour les champs affines & divergence nulle. Nous avons montré que le schéma
résultant est bien posé et stable. En faisant tendre le paramétre de pénalisation vers l'infini, il est
possible de voir que le schéma limite est de type MAC (valide pour des maillages non structurés)
car les inconnues qu’il fait intervenir sont toutes normales aux faces. Ainsi, pour d’importantes
valeurs du parameétre de pénalisation, le schéma RT-Stab permet notamment d’obtenir des résultats
satisfaisants sur les problémes d’Oseen & convection dominante et du tourbillon isolé, contrairement
au schéma RT usuel. Enfin, nous avons montré que le schéma RT-Stab donne des résultats en accord
avec les références pour le cas-test du canal plan avec le modéle sous-maille W.A.L.E.
Le schéma proposé répond donc au critére (C.2) énoncé en Introduction (Section 6.3), & savoir la
précision pour des écoulements & convection dominante. Par ailleurs, en utilisant une discrétisation
de 'opérateur convectif satisfaisant un controle de ’énergie cinétique, ¢a en fait un schéma adapté
ala LES.
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Chapitre V

Enrichissement de la pression pour
I’élément fini de Rannacher-Turek

Dans le chapitre III (Section II1.2.2.b), nous avons montré que 1’élément fini de Rannacher-
Turek [83] ne permet pas de trouver une solution particuliére du probléme du tourbillon isolé [32]
(Systeme (9) en Introduction), contrairement au schéma MAC. Nous présentons ici une discrétisa-
tion des équations de Navier-Stokes incompressibles instationnaires (Systéme (1) en Introduction,
pour lequel I'équation de conservation de la masse est donnée par divu = 0) que nous rappelons
ici. On cherche & approcher les solutions, a savoir la vitesse u : © — R? et la pression p: Q = R :

ou +div(u @ u) — div(rT(u)) + Vp = f, dans Q x (0,7,
div(u) =0, dans Q x (0,7), (V.1)
u(-,0) =u’(), dans Q x {0}.

Ces derniéres étant complétées par des conditions au bord.

La discrétisation que nous proposons est basée sur I’élément fini de Rannacher-Turek, de carac-
téristiques similaires au schéma MAC, mais elle s’appuie sur des maillages non structurés. Celle-ci
répond au critére (C.2) requis pour qu’un schéma soit adapté a la LES (Section 6.3 en Introduc-
tion), & savoir la précision pour des écoulements & convection dominante.

En nous inspirant de la littérature sur le sujet (enrichissement de la pression pour I’élément
fini de Crouzeix-Raviart de Trio-U [48, 32, 7] ou de I’élément fini de Stokes Q2/P1 4;5c [58, 60], voir
le troisiéme paragraphe de la section II1.2.1), nous proposons dans ce chapitre de modifier la dis-
crétisation de la pression pour I’élément fini de Rannacher-Turek afin de satisfaire le probléme du
tourbillon isolé (¢f Section I11.2.2.b). L’approche envisagée repose sur l'ajout de degrés de liberté
en pression : i ceux situés au centre de chaque cellule, nous ajoutons des degrés de liberté situés
aux sommets. Par construction, ce nouvel élément résout effectivement le probléme du tourbillon
isolé. De plus, comme le schéma MAC, il se révéle nettement plus précis que 1’élément fini de
Rannacher-Turek sur plusieurs cas-tests a convection dominante. Cependant, pour des maillages
quadrangles non rectangles ou non parallélogrammes, le bilan de masse discret n’est pas satisfait
sur le maillage primal. Cette propriété est primordiale pour utiliser la discrétisation de l'opérateur
convectif sur les mailles diamant vérifiant une identité d’énergie cinétique (Critére (C.1) en In-
troduction, Sections 6.3) et le principe du maximum discret pour la température. Nous proposons
donc une méthode de reconstruction des flux de masse primaux afin de satisfaire le bilan de masse
discret sur les cellules primales et illustrons les possibilités du schéma résultant pour des écoule-
ments complexes & convection dominante comme le cas-test de couches de mélange & Re = 10000
(Section II1.2.2.c).
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Par ailleurs, nous présentons ’étude mathématique du probléme de Stokes pour des conditions
au bord de type Dirichlet homogénes dans Q C R?, discrétisé par I’élément enrichi. D’ une part, nous
montrons la stabilité de la vitesse du schéma proposé mais nous constatons que la condition inf-
sup n’est pas satisfaite. D’autre part, nous prouvons des estimations de l'erreur d’approximation
en espace d’ordre un en norme H' brisée pour la vitesse et en norme L? pour la pression aprés
application d’un post-traitement convenable sur celle-ci. Pour ce faire, nous proposons un opérateur
d’interpolation en vitesse, et prouvons sa stabilité H! et une inégalité d’interpolation. En utilisant
les estimations de 'erreur d’approximation en vitesse, le lemme de Necas pour un choix approprié
de la pression et ces inégalités d’interpolation, nous majorons l'erreur d’approximation pour la
pression post-traitée. Cependant, nous remarquons (Remarque V.14 ci-dessous) que 'analyse de
Popérateur d’interpolation proposé n’est valide que pour des maillages uniformes, rectangles ou
parallélogrammes.

Le plan du chapitre est le suivant : nous explicitons dans un premier temps le nouvel élément,
un pavage pression et les opérateurs discrets qui leur sont associés (Sections V.2 et V.3). Ensuite,
nous présentons les premiers tests numériques réalisés avec cet élément dans la section V.4. Une
méthode permettant de retrouver le bilan de masse discret pour des maillages non rectangles ou
non parallélogrammes est proposée dans la section V.5, dont les capacités sont illustrées pour le cas-
test de couches de mélange a Re = 10000 pour des maillages non structurés (Sous-section V.5.2).
Dans un second temps, nous analysons les propriétés mathématiques du schéma construit dans
la section V.6 : nous présentons le probléme de Stokes discret, puis nous traitons de la stabi-
lité de la vitesse et la pression (Sous-section V.6.1). Enfin, nous présentons I'analyse de I'erreur
d’approximation dans la sous-section V.6.2.

Les théorémes d’analyse utilisés dans ce chapitre sont énoncés dans ’annexe D.

V.1 Démarche

Rappelons que nous notons Xp et Mp, les espaces d’approximation Rannacher-Turek pour la
vitesse et la pression (avec des conditions au bord adaptées) et que u, désigne le degré de liberté
en vitesse associé a I’aréte o (Annexe A pour une description de cet élément fini et de certaines de
ses propriétés).

Rappelons que pour cette discrétisation, pour le cas-test du tourbillon isolé (Section I11.2.2.b),
pour un maillage uniforme rectangle, la composante tangentielle du gradient de pression discret
s’annule, contrairement & celle du terme convectif. En effet, en notant h et k les pas d’espace
respectifs dans les directions z et y, on a, pour u®**(z,y) = (y, —z)T et p*2°(z,y) = 1 (22 +y?),
si 0 = K|L est verticale

0
Do | (Vp™)y = |o| (pr — pr) Nrco =
hk yo
M, (V-2)
|DO'| (uexact X Vuezact)a _@
9 Yo

Ainsi, la démarche consiste a trouver une discrétisation telle que les composantes tangentes con-
tribuent au gradient de pression et que, de plus, celui-ci s’équilibre avec le terme convectif non-
linéaire.

La démarche proposée pour des maillages rectangles est la suivante : considérons un maillage pri-
mal et un maillage décalé (Figure V.1). En décalant 'opérateur divergence standard sur le maillage
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décalé, celui-ci porte sur les degrés de liberté normaux aux arétes du maillage décalé, i.e. les degrés
de liberté tangents aux arétes primales. Cela revient & considérer un nouvel élément avec des degrés

de liberté en pression situés a la fois aux sommets et au centre de la cellule.

Dans la suite, nous généralisons cette construction a des maillages 2D généraux.

Maillages.

maillage primal
maillage décalé

4 o

o—d—o

HF_ Dln(a de vitesse

O Inc. de pression

o

)

Localisation des nouveaux degrés de liberté.

FI1GURE V.1 — Description de la démarche dans le cas d’un maillage cartésien si d = 2.

V.2 Pavage pression

Dans cette section, nous construisons un pavage pour discrétiser la pression.

Considérons un maillage "primal“ de © C R? noté T, constitué de quadrangles et supposé
régulier au sens de la littérature éléments finis [20, conditions 751 & 7p5 p. 61 et 71|. Parmi ces
maillages, nous considérons seulement ceux ou quatre cellules exactement partagent un méme
sommet intérieur. Les arétes obtenues en reliant les centres de deux arétes primales adjacentes
permettent de définir des cellules quadrangles constituant un pavage de €2 noté 7, (Figure V.2).

(a) Maillage primal rectangle.

maillage primal
,,,,, pavage pression

(b) Maillage primal quadrangle non rectangle.

FIGURE V.2 — Description du pavage pour la pression de €.

Les cellules du pavage pression ainsi construites (notées L* € {K*, V*}) sont de deux types

(Figure V.3) :

— des cellules K* dites cell-centered, chacune incluse dans une cellule primale K et contenant
le centre de gravité de cette derniére,
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\\\\I\’*

K

(a) Cellule cell-centered. (b) Cellule vertex-centered.

FI1GURE V.3 — Volumes de contrdle du pavage considéré.

— des cellules V* dites vertex-centered, chacune centrée sur un sommet V du maillage primal.

De plus, nous supposons que la pression discréte est constante par cellule L* (de valeur pr«).
Ainsi, pr+ prend selon les cas la valeur

— pi~ dans une cellule duale K* cell-centered incluse dans une maille primale K,

— py+ dans une cellule duale V* vertex-centered centrée sur un sommet V.
Nous notons Ny, I'espace discret d’approximation pour la pression enrichie.

V.3 Discrétisation

Dans cette section, nous construisons les nouveaux opérateurs divergence de vitesse et gradient
de pression discrets, pour la vitesse appartenant au méme espace d’approximation en vitesse que
I’élément fini de Rannacher-Turek et pour la pression constante sur chaque maille du pavage cons-
truit dans la section V.2. Pour la méthode de projection, I’élimination réalisée lors de I'étape de
projection de vitesse (Etape 2’ de l’algorithme 1.2) conduit & considérer le complément de Schur
du probléme de Darcy. Pour cette raison, nous détaillons ’expression de cet opérateur discret dans
un second temps.

V.3.1 Notations

Pour construire 'opérateur divergence de vitesse discret, nous utilisons les notations ci-dessous.
A une aréte primale o, nous associons l’ensemble des nceuds de vitesse partageant un sominet
commun avec o (cet ensemble est noté {1,2,3,4} sur la figure V.4(a)).

Considérons une cellule du pavage de pression notée L* et construisons, pour cette cellule, deux

arétes auxiliaires notées €,, chacune étant associée a un sommet x, de L*. Pour ce faire,

— notons 9; (i € {1,2,3,4}) les arétes de la cellule L* et ms, les normales sortantes de L* &
travers ces arétes.

— Considérons un sommet , de L* situé sur une aréte primale . On définit 'aréte auxiliaire
€, comme le segment reliant les centres des arétes de la cellule L* partageant un sommet
commun avec o, autrement dit £, = [1;2] dans le cas de la figure V.4. Ainsi, pour une cellule
L* du pavage pression, on définit deux arétes auxiliaires correspondantes aux ”diagonales” de
L*. Avec les notations de la figure V.4(a), il s’agit de €, et €5, = €q,.

Notons n., la normale sortante de L* a travers l'aréte e, (Figure V.4(b)), on a

|51| ng + |52‘ ns, = |€0'| Ne,, - (V3)

148



V.3. DISCRETISATION

(a) Définition de 'aréte e, associée a l'aréte

primale o.

FIGURE V.4 — Notations relatives & 1’élément enrichi.

De plus, la quantité us est une approximation centrée de la vitesse, autrement dit si 0 = [x,; T o],

us = = (Us + Uy ).

DN | =

V.3.2 Opérateur divergence de vitesse discret

Pour écrire 'opérateur divergence de vitesse discret, nous distinguons les "cellules intérieures”
et des “cellules extérieures* dont une aréte au moins est située sur le bord 92, comme représenté

sur la figure V.5.
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dg
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I* /" 09
01
(a) Cellule cell-centered du pavage pression. (b) Cellule vertex-centered
extérieure du pavage pres-
sion.

FI1GURE V.5 — Configurations considérées pour la définition de ’opérateur divergence de vitesse.

Définition V.1 (Opérateur divergence de vitesse discret)

1- Etant donnée une cellule duale de pression intérieure L*, en notant E*(L*) ’ensemble des
arétes de L*, posons

Vu € Xp, |L7(divPPu)pe = > |6 us - ng, (V.4)
seE*(L¥)

o ng est la normale sortante de L* a travers laréte duale § et ug est une approximation centrée
de la vitesse. Alors, en notant S(L*) l’ensemble des sommets de L*, par la relation (V.3) (entre
les normales et les mesures des arétes) appliquée sur chaque demi cellule du pavage pression, il
vient

Vu € Xp, |L*| (divE u)p- = 5 Z les| uo - Me, s (V.5)

x-€S(L*)

2- Pour une cellule extérieure (verter-centered) du pavage pression, la définition de l’opérateur
divergence est choisie de maniére a satisfaire un bilan de masse discret sur celle-ci. Adoptons
les notations de la figure V.5(b) : étant donnée une aréte primale o, soit 6, la seule aréte de la
cellule vertez-centered a laquelle x, n’appartient pas. Nous posons alors
vue X, [P u)e =2 S [bslug s, (V.6)
2 z-€S(L*)

Dans la suite, nous justifions cette définition.
1- Si L* est une cellule cell-centered (idem pour les cellules vertex-centered intérieures) : avec les
notations de la figure V.5(a), par 'équation (V.4) d’abord puis par définition de I’approximation
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centrée de la vitesse ensuite, on a

IL*| (divEP w) e = [61] us, - ms, + |02] s, - 1usy, + 03] wsy - Moy + 04| ws, - My,
1 1
= 5 ‘61’ (u01 + u04) ‘ns, + 5 |52’ (uffl + uGz) c Mg,

1 1
+§ |53| (u04 + uUS) ‘Mg + 5 |54| (uUS + uU’Q) L

Réordonnons cette derniére somme et utilisons 1’équation (V.3) deux fois sur chacune des moitiés
de L* (& savoir celles dont les sommets sont les centres des arétes o1, o2 et o4 d’une part et o9, 03
et o4 d’autre part), il vient

|L ‘ (leEP U)L* = 5 Z ’€U| Ug * Mg, ,
x-€S(L*)

c’est-a-dire I’équation (V.5).

Un traitement particulier au bord est important pour satisfaire I’équation d’incompressibilité
discréte.

2- Si L* est une cellule vertex-centered “extérieure” : avec les notations de la figure V.5(b) et par
Péquation (V.4), on a
L= ) = 5 101] (o) +to) - 5, + 5 102 (o, + Uo) 15, + 5 |00 (o) + Uoy) - 15,

1 1
= 5 tto - (1l + 102lms,) + 5 o, - (1lns, + 16 [ms,)

1
+§ Ug, - (|52|TL52 + |5U\n50).

Par I’équation (V.3), il vient
x| (11 EP 1 1 1
|L*| (div®" w)p = B 06| uo - M5, + 5 |02| we, - M5, + 3 |01] e, - M5,

c’est-a-dire I’équation (V.6).

Donnons l'expression détaillée de 'opérateur divergence de vitesse discret proposé ci-dessus
(Equations (V.5) et (V.6)) dans la configuration décrite par la figure V.6.
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O Ine. vitesse

(OlInec. pression

FIGURE V.6 — Détail de I'expression de l'opérateur divergence (Définition V.1).

Notons ﬁL le vecteur obtenu par rotation de ﬁ (dans le sens trigonométrique) d’un angle 3

(la distance entre les nceuds de vitesse 1 et 2 est comprise dans le terme ﬁ) De plus, notant o;
I’aréte associée a l'inconnue d’indice ¢ sur la figure V.6, alors :

1 /=
| K™ (diVEPu)K* =3 <24L CUgy +ZEL CUgy + ﬁL Uy, + 3 L. u@) ,
1
|V*| (leEPu)V* — 5 <2%L "u'03 +53J~ 'uo's _|_3 1 ,u0_5 +6 1 'u02> .
Pour les remarques V.2 et V.4, nous adoptons les notations de la figure V.7.

e

FIGURE V.7 — Notations pour I'opérateur divergence de vitesse discret (Définition V.1).

Remarque V.2 (Maillage rectangle)

Dans le cas d’un maillage rectangle, n., € {t,,ny}. Ainsi, lopérateur divergence de vitesse
discret proposé (Définition V.1) a pour effet :
— sur les cellules cell-centered, de multiplier par 1/2 l’opérateur divergence Rannacher-Turek
standard qui agit sur les composantes normales de vitesse,
— sur les cellules vertex-centered, d’ajouter une contribution des composantes tangentes de
vitesse.

Remarque V.3 (Maillage non rectangle)

Dans le cas d’un maillage quadrangle non rectangle ou non parallélogramme et pour cette nou-
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velle discrétisation, le bilan de masse discret est vérifié sur le pavage pression, mais il n’est pas
satisfait sur les cellules primales. Or, ce dernier bilan est utilisé pour écrire une identité d’énergie
cinétique pour l'opérateur convectif (Section I1.2.1). Dans la section V.5, nous proposons une
méthode permettant de reconstruire les flux de masse primauz, connaissant les approximations
des flux vertez-centered.

Remarque V.4 (Consistance de l'opérateur divergence de vitesse discret)

Le degré de liberté de vitesse u, dans léquation (V.5) est défini par
1
VuEXh, 'U:O-:||/'U/do'7
g ag

et donc Uopérateur divergence discret défini en V.1 s’écrit

Z leo|to - Me,,,

z,€S(L*)

Z ﬂ/u~nsada,
o
) o

T, €S(L*

(divPPu)p =

N = N

dive dex.

1
#
\L*| )y

L’opérateur divergence proposé n’est donc pas consistant au sens des volumes finis, méme dans
le cas ot le maillage est cartésien.

V.3.3 Opérateur gradient de pression discret

Dans ce paragraphe, on donne ’expression du gradient de pression discret permettant de satis-
faire la propriété de dualité suivante :

/pdivEPu dcc:—/ VEPp . u de.
Q Q

Définition V.5 (Opérateur gradient de pression discret)

Etant donnée une aréte o € €\ Ep, le gradient de pression discret est défini par

1
Y€ Nn, —IDo| (V'D)o=5 D leolne, pros (V.7)
(L*wreS(LY))

Démonstration D’une part, en exploitant le fait que la pression et la divergence discrétes sont
constantes sur les cellules du pavage 7,",

Yu € Xp,Vp € N, /pdivEPu de = Z |L*| pr- (div ) -,
Q

L €Ty
1

=5 > b Y leolusime, (V.8)
L*eTy x,€S(LY)
1

=3 2 e > leslme e
o€E\Ep {L* €T @reS(L*)}
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D’autre part, par définition des fonctions de base vitesse et lumping de la matrice masse de vitesse
(Propositions A.2 et A.4, Annexe A), on a :

Vu € Xp,Vp € Np, / VEPp u do = D" Do (VD)o -ty (V.9)
Q
c€&\ép
D’ou en égalant les équations (V.8) et (V.9), on en déduit le résultat. [

Remarquons que, par 'expression (V.8), les sommets situés dans des coins ne sont pas considérés
comme des degrés de liberté.

V.3.4 Opérateur elliptique discret pour la pression

L’objectif du paragraphe qui suit est de déterminer I’expression de ’opérateur elliptique discret
appliqué a l'incrément de pression ® lors de 1’étape de projection (Etape 2’ de ’algorithme 1.2).
Cet opérateur s’écrit B M1 BT ou M est la matrice de masse en vitesse lumpée définie par :

~ MO -
M = ( 0 ]’\20(2)>7 et V(TE(E’\(S’D,VlSiSd? Méfg:‘DUL
et B est la matrice divergence de vitesse discréte (Br , = IEQUI n.,).

L’implémentation de I'opérateur elliptique discret pour la pression se fait aréte par aréte. Soit
V* une cellule vertex-centered, alors par produit matriciel, on a pour tout ¢ € Ny,

— B+
1T V*, T T
_(BM 1B q)v* = Z |D r‘ Z B0.7L*qL* + Z BG.7L*QL*
z,€5(V*) 7 L* cell-centered L* vertex-centered
(V.10)
De plus, pour toutes cellules du pavage pression L* et V*, en notant n._ y+ la normale n., sortant
de V* on a

Ty € S(V*> N S(L*) — ')’L507v* . ’I’Laa’L* ;é 0.

Ainsi, I'opérateur elliptique discret pour la pression (élément enrichi) couple les inconnues de
pression cell-centered et vertex-centered et a un stencil plus large que 'opérateur classique. Sa valeur
sur une cellule vertex-centered V* du pavage pression fait intervenir neuf inconnues de pression.

En effet, dans la configuration de la figure V.8, notons o; ’aréte associée & I'inconnue d’indice
1 et py+ la valeur de 'inconnue de pression associée au nceud V. Cet opérateur est la somme de
quatre contributions, & savoir chacune des lignes de 1’écriture ci-dessous

—(BM~'B"q)y- (10)3" - (?ﬁiqm +8(10) qre + 8L qae + (10)3qu*>

N 4\D02|

— =
4 ’D | %L (Q?)LQV* +5 LQI* + 24LqK* + 74LqD*>
o3

+2 ’D /3(10 - (%qu* +3(10) gy + 6(12) g0 + (10)(12 LqJ*)
g5

—
3J_ ( QJ* —|— @LqL* —|— 5 J‘qV* —|— (11)9J_qE*> .
4!Dam!

La matrice associée a 'opérateur elliptique pour la pression n’est pas inversible mais, en pratique,
chacune des deux pressions (cell-centered et vertex-centered) est & moyenne nulle.
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o Inconnues de pression

0 Inconnues de vitesse

FIGURE V.8 — Localisation des inconnues intervenant dans 'expression de 'opérateur elliptique
discret pour la pression.

V.4 Premiers tests numériques

Dans cette partie, nous illustrons les capacités de 1’élément enrichi sur différents cas-tests a
convection dominante (faisant défaut au schéma RT), comme le probléme d’Oseen stationnaire
(Section I11.2.2.a) sur des maillages quadrangles généraux (tels qu'un sommet intérieur appartienne
a quatre cellules) ou le probléme du tourbillon isolé (Section II1.2.2.b).

Dans cette partie, nous comparons les discrétisations spatiales suivantes

— I’élément fini de Rannacher-Turek noté ”"RT”,

— le schéma MAC (volumes finis) noté " MAC”,

— l’élément enrichi, noté "RT+EP”.

Par ailleurs, nous considérons essentiellement trois géométries pour les maillages, les versions
grossiéres sont rassemblées sur la figure V.9

(a) Maillage rectangle. (b) Maillage peu perturbé. (c) Maillage trés perturbé.

FIGURE V.9 — Versions grossiéres (10 x 20, 10 x 10 et 10 x 10 mailles) des maillages utilisés.

Rappelons que nous désignons par maillages “perturbés” ceux qui sont définis par perturbation
aléatoire d’un maillage uniforme comme suit : étant donné un paramétre réel de déformation €, on
déplace chaque sommet v de ce maillage vers un point aléatoire du cercle de centre v et de rayon
la longueur de la plus petite aréte issue de v multipliée par €. Ce maillage est ensuite raffiné deux,
quatre et huit fois pour donner des maillages composés de 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80 mailles.
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V.4.1 Probléme de Stokes stationnaire

Dans ce paragraphe, nous considérons le probléme de Stokes stationnaire incompressible (V.11)
suivant :

( —pAu+Vp =f, dans Q=[-1,1)%
divu =0, dans €,

u =0, sur 09, (V.11)

/pda: =0.
\ Q

L’étude du cas-test de Stokes stationnaire est dans la suite complétée par une analyse mathématique
(Section V.6).

Pour ce probléme, deux valeurs de la viscosité sont considérées : p =1 Pa-sou p = 1073 Pa-s
(p = 1kg-m™3), on a donc un écoulement a diffusion dominante d’une part et un écoulement 2
convection dominante d’autre part.
Nous proposons d’étudier une solution manufacturée de ce probléme dont ’expression de la solu-
tion analytique (solution des équations de Navier-Stokes incompressibles) est donnée par 1'équa-
tion (V.12) (Représentation des solutions sur la figure V.10) :
27 sin(rx)? sin(my) cos(my)
x,y) = , et p

. 5 . x,y) = cos(mz) sin(mry). (V.12)
—27 sin(my)* sin(wz) cos(mx)

uemact (

exact (

2

©E
L.

(a) Module de la vitesse exacte. (b) Pression exacte.

O

FIGURE V.10 — Profil des solutions exactes.

Pour ne pas étre confronté & des couches limites en pression liées & la méthode de projection
(Remarque I.1), la solution est obtenue par une méthode itérative de type Lagrangien augmenté |31]
ou le critére d’arrét porte sur le bilan de masse discret.

Profil des solutions approchées
Concernant la norme de vitesse, son profil pour la solution approchée est similaire a celui de la
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Olo),
) ()

1
0

FIGURE V.11 — Module de la solution approchée en vitesse.

solution exacte (Figure V.11), indépendamment de la géométrie du maillage ou de la valeur de la
viscosité.
Représentons ensuite le profil de pression approchée dans le cas d’un maillage rectangle de
80 x 160 mailles. Définissons les champs pression cell-centered et vertex-centered comme suit :
— le champ cell-centered est le champ constant par cellule cell-centered dont la valeur est la
valeur du degré de liberté de pression situé au centre de la cellule.
— le champ vertex-centered est le champ constant par cellule vertex-centered de valeur celle du
degré de liberté de pression associé au sommet.
Les profils des champs vertex-centered et cell-centered sont représentés sur les figures V.12 (pour
p=10"3Pa-s) et V.13 (pour =1 Pa-s).

Eo.a Eo.a
20-4 éo.A
0 0
-04 -0.4
‘ -08 ' ‘ 0.8
-] -1

(a) Pression cell-centered. (b) Pression vertex-centered.

FIGURE V.12 - Profils des solutions approchées — Probléme de Stokes (maillage rectangle 80 x 160),
uw=10"%Pa-s.
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—20 =20
0 0
20 -20
-38 -38
(a) Pression cell-centered. (b) Pression vertex-centered.

FIGURE V.13 — Profils des solutions approchées — Probléme de Stokes (maillage rectangle 80 x 160),
pw=1Pa-s.

La comparaison des figures V.12 et V.13 avec V.10(b) montre que I'approximation de la solution
pour la pression dépend de la valeur de la viscosité. En effet, pour p = 1072 Pa - s (Figure V.12),
les pressions cell-centered et vertex-centered calculées ont un profil semblable & celui de la solu-
tion exacte. Par contre, pour u = 1 Pa -s (Figure V.13), la pression cell-centered et la pression
vertex-centered ont des profils assez éloignés de la solution exacte. Ces deux profils présentent des
perturbations, de signes opposés. De fait, la pression approchée ne converge pas vers la solution
analytique pour la norme L2 classique.

Nous effectuons un post-traitement de la pression (classiquement un lissage), i.e. nous consi-
dérons un nouveau champ pression constant par cellule primale dont la valeur sur une cellule primale
K est donnée par

~ 1 |[K NV*|
== —py= | . 1
Pk =75 |pK+ > TR (V.13)
{v* vertex-centered ;V*nK#0}

Les profils des solutions approchées pour ce post-traitement de la pression sont représentés sur la
figure V.14.
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(a) p=10"2 Pa-s. (b) u=1Pa-s.

FIGURE V.14 — Profil de la pression post-traitée, p — Probléme de Stokes (maillage rectangle
80 x 160).

Sur la figure V.14, on constate qu’en appliquant le post-traitement défini en (V.13) au champ
pression approchée p, on obtient un champ p dont le profil est semblable & celui de la solution exacte,
indépendamment de la valeur de la viscosité (profils & comparer avec les figures V.12 et V.13).

Convergence spatiale

Pour les maillages perturbés, les résultats du schéma MAC (obtenu pour des maillages rectangles)
est donné a titre indicatif.

e Sur les figures V.15, V.16 et V.17 sont représentés les résultats de convergence au maillage en
échelle logarithmique (pour la géomeétrie rectangle représentée sur la figure V.9(a)).

1le+01 le+01

1e-01

H 7 1e0]

1e-02 1e-02
G-© MAC G-© MAC
£ RT G- RT

1e-03 A—A RT+EP 1e-03 A—A RT+EP

1e-02 1e-01 1e-02 1e-01
h h
(a) p=1Pa-s. (b) =103 Pa-s.

FIGURE V.15 — Norme L? de l'erreur d’approximation (relative) pour la vitesse — Probléme de
Stokes (maillage rectangle).
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Ra

10

[u-y)lly

o oo
» O oo

0,01

FIGURE V.16 — Norme H! de l'erreur d’approximation (relative) pour la vitesse — Probléme de

6 RT
—A RT+EP

0,1

h
(a) p=1Pa-s.

Stokes (maillage rectangle).

1e+01
1e+00]
.A‘HIEEIH!IL
= le-01
&
1e-02
1e-03 -© MAC
G RT
1e-04 A—A RT+EP
e-02 1e-01

FIGURE V.17 — Norme L? de I’erreur d’approximation (relative) pour la pression — Probléme de

(a) p=1Pa-s.

Stokes (maillage rectangle).

160

10

[u-y)lly

o oo
» O oo

6 RT
—A RT+EP

0,01

0,1
h

(b) p=10"3 Pa-s.

1e+01
1e+00]
A@'
= le-01
&
1e-02
1e-03 -© MAC
G RT
1e-04 A—A RT+EP
e-02 1e-01

(b) =103 Pa-s.
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Pour les différents schémas, on observe une convergence en espace d’ordre deux pour la vitesse
en norme L? discréte (un en norme H') et une super-convergence d’ordre deux pour la pression
p (norme L? discréte) dans le cas de cellules rectangles. De plus, pour le champ vitesse, le nouvel
éléement est (presque) aussi précis que la discrétisation Rannacher-Turek pour = 1 Pa - s et plus
précis pour g = 1073 Pa - s (presque aussi précis que le schéma MAC, voir la figure V.15 ot la
translation des courbes de convergence au maillage est proportionnelle a la viscosité).

e Pour le maillage quadrangle perturbé représenté sur la figure V.9(c), les figures V.18, V.19 et V.20
montrent le méme type de comportement de I’élément enrichi que pour des maillages rectangles.

le+01 le+01
1e+00 1e+00
le-01 © le-01

[lu-y|
[lu-yl

le-02 le-02
G-© MAC G-© MAC
E-ERT G-HRT
1e-03 A—A RT+EP 1e-03 A RT+EP
le-02 le-01 le-02 le-01
h h
(a) p=1Pa-s. (b) p=10"3Pa-s

FIGURE V.18 — Norme L? de 'erreur d’approximation (relative) pour la vitesse — Probléme de
Stokes (maillage perturbé).

10 10

. . /
= 0.8 = 0.8
3 06 2 06
0.4 0.4
o A > A
E+HRT G RT
A RT+EP A=A RT+EP
0,01 0,1 0,01 0,1
h h
(a) p=1Pa-s. (b) p=10"3Pa-s

FIGURE V.19 — Norme H! de l'erreur d’approximation (relative) pour la vitesse — Probléme de
Stokes (maillage perturbé).

En particulier, la figure V.20 montre qu’a convection dominante, la discrétisation par l'en-
richissement de la pression permet gagner en précision par rapport a I’élément fini de Rannacher-
Turek.
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le+01 le+01

A.‘@wd'
1e+00 1e+00

le-01

E E
S S

le-02 le-02

1e-03 G-© MAC 1e-03 G-© MAC

58 RT 56 RT
le-04 &~ RT+EP Le.04 A RTHEP
8¢ 02 1e-01 8¢ 02 le-01
h h
(a) p=1Pa-s. (b) p=10"3 Pa-s

FIGURE V.20 — Norme L? de I’erreur d’approximation (relative) pour la pression — Probléme de
Stokes (maillage perturbé).

Ainsi, le schéma utilisé semble satisfaisant pour des maillages généraux en deux dimensions
d’espace mais les maillages étant obtenus par raffinement, ceci implique que les maillages fins
utilisés sont proches de parallélogrammes pour lesquels les estimations de ’erreur d’approximation
en espace sont effectivement démontrées (Section V.6).

V.4.2 Probléme d’Oseen stationnaire a convection dominante

Dans ce paragraphe, nous traitons du probléme d’Oseen stationnaire & convection dominante
présenté dans la section I11.2.2.a. Nous utilisons une solution aux équations de Navier-Stokes donnée
par l’équation (V.12) et nous testons I'approximation de la solution obtenue pour le probléme
d’Oseen (Systéme (8) en Introduction).

Comme pour le probléme de Stokes présenté ci-dessus, nous appliquons un procédé itératif en
temps basé sur un algorithme de Lagrangien augmenté [31], ou le critére d’arrét porte sur le bilan
de masse discret pour s’assurer d’atteindre 1’état stationnaire.

L’expression de 'opérateur convectif discret fait intervenir la vitesse analytique pour vitesse
d’advection, laquelle est & divergence discréte nulle sur les cellules primales.

Le maillage grossier trés perturbé du (cas-test de Stokes, figure V.9(c)) constitué de 10 x 10
cellules est utilisé, il est ensuite raffiné deux, quatre et huit fois pour obtenir des maillages de
20 x 20, 40 x 40 et 80 x 80 cellules.

Les résultats de convergence en espace pour la vitesse et la pression sont rassemblés sur les
figures V.21, V.22 et V.23. Noter que, la encore, les résultats du schéma MAC (valide pour des
maillages cartésiens) sont donnés a titre indicatif.

162



V.4. PREMIERS TESTS NUMERIQUES

le+04 1e+04;
1e+03 1e+03

1e+02) 1e+02)

1e+01 1e+01

T 1e+00 T 1e+00 e |
1e-01] e } 1e-01]
1e-02 1e-02
-9 MAC -© MAC
1e-03 £ RT 1e-03 G- RT
1e.04 LA RT+EP 1604 LA RT+EP
(fe-oz le-01 (fe-oz le-01

h
(a) p=1Pa-s.

h

(b) p=10"3 Pa-s.

FIGURE V.21 — Norme L? de I’erreur d’approximation (relative) pour la vitesse — Probléme d’Oseen

(maillage perturbé).

1000 1000
= RT 1 RT
A—A RT+EP A\ RT+EP
1000 1000
100 100
Ei =
= 10 = 10
1 1
0.5 0.5
e |
0,01 0,1 0,01 0,1
h h
(a) p=1Pa-s. (b) =103 Pa-s.

FIGURE V.22 — Norme H' de l'erreur d’approximation (relative) pour la vitesse — Probléme d’Oseen

(maillage perturbé).
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1e+02) 1e+02)

1e+01 1e+01
_ 1e+00 ‘m _ 1e+00
B3 B3
£ 1e-01 £ 1e-01

1e-02 1e-02

O+ RT O+ RT
1604 LA RT+EP 1604 LA RT+EP
9602 1le-01 9602 1le-01
h h
(a) p=1Pa-s. (b) p =107 Pa-s.

FIGURE V.23 — Norme L? de I’erreur d’approximation (relative) pour la pression — Probléme d’Oseen
(maillage perturbé).

Les figures V.21, V.22 et V.23 nous donnent des informations sur 'ordre de convergence en

espace et la précision de la discrétisation RT+EP pour un écoulement & convection dominante.

e Concernant la précision : & diffusion dominante, I’élément enrichi se montre aussi précis que
I’élément fini de Rannacher-Turek tandis qu’a convection dominante, il est plus précis que
I’élément fini de Rannacher-Turek.

e Concernant 'ordre de convergence en espace : on retrouve une convergence en espace d’ordre
deux pour la vitesse et la pression (en normes L? discrétes) pour I’élément enrichi. Enfin, la
figure V.22 montre que la convergence de la vitesse est d’ordre un en espace en norme H!.

e L3 encore, notons que les maillages perturbés sont obtenus par raffinement d’un maillage
grossier 10 x 10 mailles. Par conséquent, les maillages fins utilisés sont proches de parallélo-
grammes pour lesquels les estimations de ’erreur d’approximation en espace sont effective-
ment démontrées (Section V.6).

V.4.3 Probléme du tourbillon isolé

Dans ce paragraphe, nous étudions les équations stationnaires d’Euler incompressibles (Sys-
téme (9) en Introduction) et nous vérifions que la discrétisation de ce probléme par I’élément enrichi
a pour solution le couple de fonctions suivant : u®*(z,y) = (y, —2)T et p®®(z,y) = 3 (z* +¢?),
comme c’est le cas au niveau continu.

Analyse théorique
Plagons-nous dans la configuration de la figure V.24 (maillage rectangle uniforme, de pas notés h
dans la direction x et k dans la direction y) : soit o une aréte horizontale.

e L’espace d’approximation pour la vitesse n’étant pas modifié, rappelons que le terme convectif
non-linéaire discret a pour expression (Section I11.2.2.b)

’Da" (uexact . Vuexact)g —

ou (Z4, Yo ) désigne les coordonnées du centre de Paréte o,
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K . ;
__ maillage primal
_ cellule diamant D,
PK
L,
Fa\.k»/ ‘\'\,\ Foe,
< o ",,\
C‘S I a F)
v ! ~ o
Dy
Fn},/ - Xﬂ ]
e,
k
PL
L

Fi1GURE V.24 — Notations — Probléme du tourbillon isolé.

e Etudions & présent le gradient de pression discret afin de déterminer si le systéme d’Euler in-

compressible stationnaire est satisfait pour la nouvelle discrétisation. Notant VW le vecteur d’ex-
trémités les sommets V et W de ’aréte o, on a :

k hk
5 Too (ow — pv) — T

EP_exact _ 2 vw _ 2

D, (VEF ey, = | 2 -2
5 Ko (rL — pK) 5 Yo

En conclusion, le gradient de pression et le terme non-linéaire convectif discrets s’équilibrent pour
un maillage rectangle uniforme pour la nouvelle discrétisation.

Essais numériques

Notant INp, l'espace d’approximation pour la pression enrichie, I’algorithme de résolution est le
suivant :

Algorithme V.6 (Discrétisation du probléme du tourbillon isolé)

Soit € > 0 fixé. Tant que,

" = oo max (1, ") = A ou [ = P o/ max (1, ")) = €A,

on résout les étapes suivantes :
1 - Prédiction de vitesse — Trouver w" ™ € Xp, tel que

Vo e E\Ep, V1<i<d,
|DU| 3~n+1

1. N . |
;|3 %o 2uy ; + 2“’2,1‘1:| + Z ngu;wrl B Z P (divEP o). =0,
e€€(Dy) L*eTy

ou FZ. désigne l'approvimation des flur de masse construite sur les mailles diamant D,
dans [4] (voir le chapitre I1I).
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2 - Correction de vitesse et de pression — Trouver u™! € Xy, et p"t1 € Ny, tels que

Vo e E\Ep, V1<i<d,

3|D ~ i '
o et - @ - X G ph) @Rl =0,
L*eT;*
VL e Ty, (vPPutte = Y el ugttone, =0,
z,€S(L*)

Lors des tests numériques, € = 0.3 et At = 1072 5. L’étude de I'erreur d’approximation en norme
L2 discréte sur un maillage rectangle uniforme (Figure V.25) montre que les solutions approchées
pour le schéma RT ne convergent pas vers la solution exacte. Ceci illustre l'intérét de 1’élément
enrichi proposé puisque, pour cette discrétisation, les solutions approchées convergent vers la so-
lution attendue. Par ailleurs, cet élément se montre exact : il est aussi précis que le schéma MAC
pour la vitesse et plus précis que celui-ci pour la pression (noter que 'erreur d’approximation est
multipliée par 104 pour I’élément enrichi).

16400 1e+00
le-01 [E— = = £]
1e-01 1e-02 A\N\A
H z
=3 2 le-03
1le-02
1e-04
G-©10'*MAC G- MAC
10.03 5+ RT 1le-05 = RT
e 410" RT+EP L A4 10YRT+EP
1e-02 1e-01 e08 02 Te-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

FIGURE V.25 — Norme L? des erreurs d’approximation (relative) — Probléme du tourbillon isolé.

V.5 Reconstruction des flux de masse sur le maillage primal

Le bilan de masse discret est satisfait sur le pavage pression, mais pas sur les cellules primales
lorsque ce sont des quadrangles non rectangles ou non parallélogrammes (Remarque V.3). Afin
de préserver les propriétés de 'opérateur convectif (vitesse) défini sur les mailles diamant (identité
d’énergie cinétique et principe du maximum pour les scalaires), nous proposons dans cette partie de
reconstruire un bilan de masse sur les cellules primales & partir de celui connu sur les cellules vertex-
centered. Une fois le bilan de masse discret sur les cellules primales retrouvé, la construction d’un
opérateur convectif discret satisfaisant une identité d’énergie cinétique s’applique (Section I1.2.1).
Le schéma résultant est valide pour des maillages généraux et répond aux deux critéres pour qu’un
schéma soit adapté a la LES (C.1) et (C.2) évoqués en Introduction (Section 6.3) : le controle de
I’énergie cinétique et la précision pour des écoulements & convection dominante.
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V.5.1 Principe

Considérons une aréte o et une cellule primale K. Nous allons montrer que ’approximation
du flux primal F , sortant de la cellule K & travers I'aréte o est la somme de huit flux de masse
sortant des cellules vertex-centered, comme représenté sur la figure V.26.

Flux de masse vertex-centered (connu)
—+ Demi flux de masse primal (cherché)
Flux de masse primal (cherché)

FIGURE V.26 — Localisation des flux de masse vertex-centered intervenant dans la reconstruction
du flux primal F , (et des demi flux Fyy et Fg).

Placons-nous dans la configuration de la figure V.26. On cherche une approximation du flux
massique primal Fx , comme somme d’approximations des demi flux massiques F N F ', connaissant
les approximations des flux massiques vertex-centered /. La démarche que nous suivons dans la
suite est la suivante : nous montrons d’abord que les approximations des demi flux primaux F v et
ﬁs s’expriment chacune comme combinaison linéaire des quatre flux sortant de la cellule vertex-
centered qui les contient en appliquant une méthode similaire & la construction des flux de masse
sur les cellules diamant (Section I1.2.1). Ensuite, nous déduisons que 'approximation du flux primal
Fi - cherché, somme des deux demi flux primaux F v et ﬁs est donc la somme de huit flux vertex-
centered alentour.

Etape 1 : détermination des approximations des demi flux de masse I v et F s

Pour trouver ’approximation du flux Flg cherché au sein d’une cellule vertex-centered, une rota-
tion d’angle —7% dans le sens trigonométrique (Figure V.27) permet de mettre en paralléle cette
configuration avec celle de la recherche de flux de masse sur les mailles diamant décrite dans la
section I11.2.1.
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rotation

\D” Esip l s ‘

Calcul des flux Calcul des demi-flux primaux

sur les mailles diamant pour U'enrichissement de la pression

FIGURE V.27 — Transformation mettant en paralléle la construction des flux de masse sortant des
mailles diamants et celle des flux primaux cherchés.

L’expression de ces demi flux primaux est donc égale a celle des flux diamant (au signe pres),
comme décrit par le tableau V.1 :

Flux diamant | Demi flux primaux cherchés
Fyg F/S\
Fyw —IN

TABLE V.1 — Correspondance entre les flux diamant et les demi flux primaux cherchés.

Comme dans la section I1.2.1 sur le maillage diamant, posons
Fg = QN|W + age + agjw +ane , (V.14)

on a alors le tableau V.2.

F | anw | asg | agw | oNE
Fs | 1/8 | —3/8| 3/8 | —1/8
x| —3/8] 1/8 | —1/8| 3/8

TABLE V.2 — Coefficients intervenant dans 1’écriture des demi flux de masse primaux comme fonc-
tions des flux de masse vertex-centered (Equation (V.14)).

Etape 2 : déduction du flux de masse primal Fr o
Nous distinguons ci-dessous différentes configurations pour reconstruire les flux de masse primaux.
e Pour une aréte o dont aucun sommet n’appartient a une aréte extérieure (Figure V.26),
I’approximation de ce flux est la somme des deux demi flux primaux F v et ﬁs donnés par
Péquation (V.14).

e Pour une aréte dont un sommet au moins est situé sur une aréte extérieure :
— si laréte o fait partie (est incluse) du bord :

Avec les notations de la figure V.28, on pose F = % car il n’y a aucune raison que le

fluide s’écoule plus a travers une aréte qu’une autre.
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Y Flux vertex-centered (connu)
N — . Demi flux de masse primal (cherché)

)

FIGURE V.28 — Flux considérés dans le cas d’une aréte o C 0f.

— si l'aréte o est orthogonale au bord :
Adoptons les notations de la figure V.29 et déterminons ’expression du demi flux primal

F sortant de ’aréte o, étant donnés les flux vertex-centered /1, et
o9 Flux de masse vertex-centered (connu)
. . Demi flux de masse primal (cherché)
o1
6; :
<
VP o
A
L* . (51
ep)

FIGURE V.29 - Flux considérés dans le cas d’une aréte orthogonale au bord.

Les équations de bilan de masse sur chacun des deux triangles constituant la cellule vertex-
centered sont données par :

M)

+F+— =0,

2

M)

— =0.
+2

Par combinaison (différence) des deux lignes de ce systéme, on obtient

2F = ) —

c’est-a-dire que le flux primal cherché s’écrit
polh

V.5.2 Couche de mélange & Re = 10000

Nous reprenons le cas-test décrit dans la section II1.2.2.c, pour un maillage perturbé constitué
de 320 x 320 quadrangles non rectangles (Figure V.9(b) pour une version grossiére de ce maillage).
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Remarquons que le calcul donne des résultats satisfaisants pour des mailles rectangles ou paral-
lélogrammes sans reconstruction des flux car le bilan de masse cell-centered fait intervenir les flux
primaux (puisque n., est la normale & 'aréte o, voir la remarque V.2). Pour le maillage choisi ici,
le bilan de masse discret n’est pas satisfait sur les cellules primales, nous utilisons donc la méthode
de reconstruction des flux décrite dans la section V.5.1. Les profils instantanés de vorticité obtenus
par cette technique sont rassemblés sur les figures V.30-V.33. Les résultats pour la discrétisation
par I’élément enrichi sans reconstruction (sur le méme maillage) sont donnés pour comparaison.

t=20s

Sans reconstruction. Reconstruction.

t=30s

Sans reconstruction. Reconstruction.

Ficure V.30 — Champ de vorticité aux temps non adimensionnés 20 s et 30 s sur un maillage
perturbé de 320 x 320 mailles — Couche de mélange & Re = 10000.

170



V.5. RECONSTRUCTION DES FLUX DE MASSE SUR LE MAILLAGE PRIMAL

Z ,:,///’"/';’ /

t=>50s

Sans reconstruction. Reconstruction.
t="T70s

Sans reconstruction. Reconstruction.
t=80s

Sans reconstruction. Reconstruction.

FiGURE V.31 — Champ de vorticité aux temps non adimensionnés 50 s, 70 s, 80 s sur un maillage
perturbé de 320 x 320 mailles — Couche de mélange & Re = 10000.
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t =100 s

Sans reconstruction. Reconstruction.
t=120s

Sans reconstruction. Reconstruction.
t =140 s

Sans reconstruction. Reconstruction.

FiGURE V.32 — Champ de vorticité aux temps non adimensionnés 100 s, 120 s, 140 ssur un maillage
perturbé de 320 x 320 mailles — Couche de mélange & Re = 10000.
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t =200 s

Sans reconstruction. Reconstruction.

FiGURE V.33 — Champ de vorticité au temps non adimensionné 200 s sur un maillage perturbé de
320 x 320 mailles — Couche de mélange & Re = 10000.

Les figures V.30-V.33 montrent que sans reconstruction des flux primaux, le profil des tourbil-
lons est bruité, les temps d’appariement sont avancés (le dernier tourbillon se forme & partir de
50 s au lieu de 80 s) et amplitude de la vorticité est multipliée par au moins trois dés les premiers
instants de la simulation.

En revanche, notons que le schéma basé sur la reconstruction des flux primaux représente correcte-
ment les étapes de ’appariement des tourbillons. De plus, les temps d’appariement sont en accord
avec ceux donnés par les références, comme pour le schéma MAC [63, 57, 37, 15] : en effet, les
quatre tourbillons primaires se développent jusqu’a un peu moins de 30 s, s’apparient avant 80 s.
Ensuite, les deux tourbillons secondaires fusionnent entre 80 s et 100 s. De plus, I’amplitude de
vorticité est, elle aussi, en accord avec celle calculée pour le schéma MAC et les références.

Enfin, il est bon de signaler que, méme avec la reconstruction des flux, plus le maillage est éloigné
d’un maillage uniforme, plus il faut le raffiner pour que la valeur de la vorticité soit proche de celle
du schéma MAC.

V.6 Analyse du probléme de Stokes

Nous supposons dans cette section que la vitesse au bord est nulle, c’est-a-dire :
I'n=0 e up=0.

Dans la suite, nous notons N, (u) le degré de liberté en vitesse associé a I'aréte o et nous considérons
le probléme de Stokes stationnaire 2D (V.11), ot nous supposons que f € C>(2)2.

1- Probléme (formulation variationnelle) associé au systéme (V.11) : trouver (u,p) € Hj(Q2)? x
L2(9) tels que :
Vg € L§(Q), b(u,q) =0,

ou a(u,v) désigne la forme bilinéaire [, Vu : Vv dzx et b(v,p) est donnée par — [, pdive dz.
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Dans cette section, nous considérons que les cellules cell-centered sont les cellules primales et les
cellules vertex-centered sont décalées par rapport aux cellules du maillage primal comme représenté
sur la figure V.6.

cellules cell-centered
,,,,, cellule vertex-centered

FIGURE V.34 — Cellules cell-centered et vertex-centered considérées.

Notons X}p, 'espace d’approximation pour la vitesse (Rannacher-Turek)

Xp = {'v € (L2()% VK € Ty, vo Tk € Qi(K)?, et, Vo = K|L, Nio(v) = Ni»(v)

(V.16)
et, Vo = Klext, Nk - (v) = O},
et INp, espace d’approximation pour la pression :
Np = {p;VL* € T;',pjr- € Qo(L*) et p € L§(Q)}.
Le probléme discret est le suivant
2- Probléme discret : trouver (up,pr) € Xp X Np tels que :
Vop € Xp,  ap(up,vp) + by(vn, pr) / v de,
an ) I (V.17)
Vqn € Nh, bn(un, qn) =0,
ou la forme bilinéaire a;, et la forme linéaire by, sont définies comme suit
uh,vh Z / Vuy, : Vo, da, et ’Uh,ph Z pL* le ) . (V18)
KeTy, LTy
Définissons de plus les espaces restreints continus et discrets notés W et Wy, suivants :
_ Hl 0 2. L2 0 _

Wy ={v, € Xn;Vqy € Np,bp(vn, qn) = 0}.

Remarque V.7

La solution w du probléme (V.15) est aussi solution du probléme restreint suivant consistant
trouver w € W tel que

YveW, a(w,v):/Vw:V'vd:L':/f"vdw, (V.20)
Q Q

par définition de l'espace restreint W d’une part et par la contrainte d’incompressibilité imposée
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a w d’autre part. Par ailleurs, wy, est solution de la formulation discréte du probléme restreint
suivante : trouver wy € Wy, tel que

Yo, € Wy,  ap(wp,vp) = Z / Vwy, : Vo, de = / f-opde. (V.21)

Le fait de considérer le probléme restreint revient & travailler sur un probléme elliptique en
vitesse uniquement. Dans la suite, nous supposons que u € C2(2)2 N H§(Q)2.

V.6.1 Analyse de stabilité

Dans ce paragraphe, nous étudions la stabilité des solutions approchées au probléme de Stokes
stationnaire 2D (Systéme (V.11) pour des conditions au bord de type Dirichlet homogenes).
En choisissant v, = u, € Wj, dans ’équation du probléme restreint discret donné par I'équa-
tion (V.21) (Remarque V.7), par définition de la forme bilinéaire ay, et par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz ensuite :

> IVunlagey < Il lwnllo-
KeTy

D’ou le résultat par I'inégalité de Poincaré (Théoréme D.2, Annexe D) :
lunflo < C [ fllo-

Remarque V.8 (Stabilité de la pression)

L’inégalité inf-sup n’est pas uniformément satisfaite sur Xp X Np, (la pression constante égale
a 1 sur les cellules cell-centered et o —1 sur les cellules vertez-centered appartient par exemple
au noyau de l'opérateur gradient de pression). Pour cette raison, lors des tests numériques,
chacune des deur pressions (cell-centered et vertez-centered) est cherchée & moyenne nulle. Ceci
nous permet de déduire que les problémes discrets sont bien posés (car la forme bilinéaire ap(-,-)
est coercive Xp, x Xp,).

V.6.2 Analyse a prior:t de ’erreur d’approximation

Dans cette section, nous montrons des estimations sur ’erreur d’approximation d’ordre un en

espace pour la vitesse (en norme H! discréte) et d’ordre un pour un post-traitement de la pression
(en norme L? discréte) sur des maillages uniformes, rectangles (ou parallélogrammes), comme ob-
servé dans les tests numériques (voir la section V.4).
I est bon de noter que cette analyse différe de celle de [7], laquelle consiste en une analyse de la
condition inf-sup pour les espaces d’approximations discrets (pour I’élément enrichi). De ceci, les
auteurs déduisent des estimations pour la vitesse et la pression. Comme signalé dans la remar-
que V.8, I'élément que nous proposons ne satisfait pas la condition inf-sup sur Xp x Np, donc
Panalyse d’erreur ne suit pas la méme démarche que [7] et s’appuie sur un post-traitement de la
pression pour pallier ce manque.

Dans la suite de ce chapitre, on admet le lemme V.9 (rAésultant d’un changement de variables
et du fait que le mapping défini de la cellule de référence K a valeurs dans la cellule courante K
est affine car il conserve le parallélisme).
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Lemme V.9

Soit v € H¥(K)? (k € N), alors il existe une constante C > 0 telle que si © désigne la fonction
définie sur l’élément de référence K :

|K‘1/2 N
’v’Hk(K) <C p;};( ’”’Hk(f()a
N e

1/2
ot | - lur(x) désigne la semi-norme H”, i.e. ||k (k) = (Z\a|=k H@a'vHig(K)) et pi est la
rondeur de K (pr = mini<i<4 pr, ot les T; sont les triangles définis a partir de trois sommets

du quadrangle, pr, est le diamétre de la plus grande boule incluse dans le triangle T;) et hi le
diamétre de K.

V.6.2.a Analyse de ’erreur d’approximation pour la vitesse

Analyse de ’erreur d’interpolation pour la vitesse

Donnons la définition des opérateurs d’interpolation pour la vitesse [ }?T et 1 hEP respectivement
pour ’élément fini de Rannacher-Turek et pour I’élément enrichi. Pour ce faire, soit o € &y une
aréte (primale) donnée. A partir de celle-ci, on définit o* comme étant I'unique aréte du pavage
pression qui coupe o en son milieu (¢* # o) (Figure V.35).

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

F1GURE V.35 — Définition de ’aréte ¢* du pavage associée a o.

Définition V.10 (Opérateurs d’interpolation pour la vitesse)

Soit o € Eny une aréte (primale) donnée. Pour v € HY(Q)2, on définit Uopérateur I}7T
(Rannacher-Turek classique) comme suit : IFTv € Xy, et

N, (IFTv) = N, (v). (V.22)
De plus, on définit 'opérateur IEP (pour 1'élément enrichi) par : I,?P'v € Xy et

No(IfPv) -ms = No(v) - no,
(V.23)
No(IfPv) mge = No+(v) - g,
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Remarque V.11

— St v est réguliere sur L* et que L* est rectangle ou parallélogramme alors

|L*| (divEP PP v)

> el No(IFPv) - ne,

Lo GS(L*)

Z |6U|No('v) * N, (V.24)

xs€S(L¥)

divv de,
L*

= NI N =

car la normale n., correspond (dans le cas de maillages rectangles ou parallélogrammes) &
la normale sortante des cellules cell-centered ou vertez-centered (i.e. les mailles primales
ou décalées) et la formule de Stokes donne le résultat.

- St v € Xy, vérifie divo = 0, alors diVEPIfP'v =0.

Etant donné un champ de vitesse v tel que v € HY(K)? pour toute cellule K € Ty, on définit
sa norme H'! brisée comme suit :

lolif, = /KIVv|2 da. (V.25)

KeTy,

Rappelons de plus que nous notons Tk le mapping Q% défini de la cellule de référence K a valeurs
dans une cellule courante K, et alors u = uoT }}1. Alors, si I’on note I(]]RT I'opérateur d’interpolation
RT

o (

défini sur la cellule de référence K, Iy o Ty = wo Tk) (idem pour IFT).

Dans la suite, nous allons montrer les deux lemmes suivants :
Lemme V.12

Soit T, un maillage de Q, uniformément constitué de rectangles (ou de parallélogrammes).
Soient de plus u € H(I)(Q)Q, I,?T et I};EP les opérateurs d’interpolation pour la vitesse définis par
les équations (V.22) et (V.23), alors il existe une constante C' > 0 telle que

15 wlip < Clulmy, et [IF w1y < Clulmq),
ot |- |l1,p est définie par I’équation (V.25). De plus,

IEw — ullo < Chluli (q).-

Lemme V.13

Soit T, un maillage de 2, uniforme et constitué de rectangles (ou de parallélogrammes). Soit u €
HY (2)2NC%(Q) et soit IPT le nouvel opérateur d’interpolation pour la vitesse (Equation (V.23)),
alors il existe une constante C' > 0 telle que

1757w — w1y < Chlulez,

ot |u|o2 = supg |D?ul.

Démonstration du lemme V.12
Montrons que

1 ullie < Clulmy, et [ ullip < Clulm o).
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e Pour [ ,?T, la preuve est classique (opérateur de Fortin, voir [35]).

e Faisons la preuve pour lopérateur I=T défini par I'équation (V.23). Soit w € H}(Q2)? N C*(Q)2.
Nous aimerions appliquer le lemme de Bramble-Hilbert (Lemme D.1, Annexe D) a l'opérateur
d’interpolation IFF défini sur la cellule de référence. Le fait que 1'opérateur IFY soit défini sur
les arétes o* (pas contenues dans la cellule de référence) complique les choses. A une cellule de
référence Ky associons donc un domaine noté If(vo défini de maniére a contenir entiérement les
arétes o* associées & 0 € £(Ky) (Figure V.36).

Ky o*

Ky

FIGURE V.36 — Domaine Kj.

Dans Ko, on définit II*" comme suit :

#rw= Y (o [ ude)e.

O’ES(K())

Alors, 'opérateur ISEP satisfait les propriétés suivantes :
o 1P — 1, HY(K()? — H(Kp)? est linéaire continu par linéarité de I'intégrale.

o 1P — I; =0 sur espace Qqo(Kp)>.
Le lemme de Bramble-Hilbert permet de déduire l'existence d’une constante C' > 0 telle que
|15 Pu — Ul (Ky) < C\u|H1(I7O). Mais alors, I'inégalité triangulaire implique qu’il existe une cons-
tante C' > 0 telle que
EP
110"l (ko) < [ulu(ro) + Cluly -

Par le lemme V.9, on en déduit que pour toute cellule courante K contenue dans un domaine K
(K étant construit de maniére & contenir toutes les arétes o* associées aux arétes o € E(K),

|I£Pu’H1(K) < |ulgxy + C|U|H1(f<)- (V.26)
Remarquons qu’il existe une constante C' > 0 telle que

|l gy < C > Julm): (V.27)
{K;KNK#0}

Donc, en élevant I'inégalité (V.26) au carré et par somme sur K € Ty, I'inégalité (V.27) implique
qu'il existe une constante C' > 0 telle que

15 ullf < C lulfn g

D’ou le résultat.

Montrons que
117w = ullo < Chlulg (q).

178



V.6. ANALYSE DU PROBLEME DE STOKES

Pour cela, utilisons les notations de la preuve de stabilité H' de Popérateur d’interpolation ci-dessus.
En particulier, étant donnée une cellule K, nous définissons K comme étant le domaine constitué
des cellules contenant les arétes o* € £*(K) et nous notons Ky et Ky les cellules de référence qui
leur sont associées par mapping.

En appliquant le lemme de Bramble-Hilbert (Lemme D.1, Annexe D) a Dopérateur IFF — I, :
Hl(f?o)2 — L2(Kp)?, il existe une constante C > 0 telle que

EP
o™ w — w2 i) < Clulyg gz
Par changement de variables (Lemme V.9) et en utilisant cette derniére inégalité, on a
17w =l < Chi 1157w — ullrz k).,

< CQhK|u]H1(f;0), (V.28)

< CZhK|’U,’H1(I?)

Comme ci-dessus, en élevant I'inégalité (V.28) au carré et par somme sur K € Ty, l'inégalité (V.27)
implique qu’il existe une constante C' > 0 telle que

11E P w = u|f < 5h2’“|%{1(9)~
D’ou le résultat. [}

Démonstration du lemme V.13
Supposons pour simplifier le maillage uniforme de pas h dans les deux directions de ’espace. On
a:

177w =l < 157w — Bl + 157w — ulh.

La preuve se divise en deux étapes consistant chacune a majorer un des termes au second membre
de l'inégalité ci-dessus. D’abord, par les lemmes d’interpolation classiques |83, Lemme 1, p. 99|, il
existe une constante C' > 0 telle que

HI]?T’U, —ull1p < Chlulpz(q).
En utilisant le fait qu’il existe une constante C' > 0 telle que

[ulm2() < Cluleg),

(€ est borné) et on en déduit que

[T — |y < Chlulez(g)-
Ensuite, on montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1EPu — I

1,b S Ch|u|cg(§)

Pour cela, soit K € Ty, supposons que u € C2(Q)2. D’abord, en appliquant Iinégalité de Cauchy-
Schwarz, et en utilisant ensuite la valeur des coeflicients de la matrice de rigidité pour un maillage
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structuré (Proposition A.5, Annexe A), il existe une constante C' > 0 telle que
177w — Ll =

S (No(TEPu) — N (TETw)) - (N (TEP) — N (I ) ( / Ve, Ve, dx> ,
KeT;, K
o0’ €E(K)

<O Y N IEPw) — N (1) ? ( [ 196, dw),
K

KeTy,
oce&(K)

<C Y N(IFPu) — No (I ).

KeTy,
ce&(K)

(V.29)

~ Sio € E(K) est horizontale (idem si verticale), évaluons [N, (IFPw) =N, (IFTu)|? en utilisant

les développements de Taylor donnés par ’équation (V.30) (u € C2(Q2)?). 1l existe &, et T,
tels que

h2

T

h? ~
No(IFTu) - nge = uy(zs) + @amuy(ig).

NO'(I}LEP,U’) MNox = uy(wa) ayyuy(ia%

(V.30)

Par différence de ces deux équations, on en déduit le résultat suivant :

h2 ~ h? =~ 2
‘NU(I;?PU) - NU(II?TU)F = ‘48 ayyuy(ma) - @@cwuy(:ﬂa) )
h4

<Cx ID*ulff o -

Revenons a I’équation (V.29), par somme sur o € £(K) et sur K € T, 'inégalité précédente
implique :

h4
117w = T}, < 0 lulag
Uegint

D’ou le résultat car le cardinal de &t est de ordre de %

— Si o est une aréte d’un parallélogramme ni horizontale, ni verticale, on se raméne au résul-
tat précédent par une transformation affine (translation d’une coordonnée). Par ailleurs, le
déterminant d’une telle application étant égal & un, le résultat reste inchangé.

]

Remarque V.14 (Maillages structurés non uniformes ou non structurés)

Il est important de remarquer que nous avons utilisé ’argument suivant pour estimer la dif-
férence No (IFPu) — NG (IFTw) : on est capable d’écrire des développements de Taylor pour IFPu
et I,?Tu évalués au centre de laréte o. En utilisant la définition des degrés de liberté vitesse N,
les termes dérivés d’ordre un du développement de N (I}Tw) et Ny(IFPw) s’annulent (ce qui
n’est pas le cas sur des maillages non uniformes). Cette propriété permet par la suite de déduire
des estimations d’ordre un sur la différence des deux interpolateurs dans le cas de maillages
uniformes mais elle nous fait défaut dans le cas de maillages structurés non uniformes ou non

structurés.

Analyse de ’erreur d’approximation pour la vitesse
Dans cette partie, nous cherchons & montrer des estimations d’ordre un en norme H' discréte pour
la vitesse (Théoréme V.18 ci-dessous).
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Etape 1 : Controle des sauts
Dans ce qui suit, nous considérons les sauts de la vitesse v a travers une aréte o définis par

Définition V.15 (Saut de vitesse v a travers ’aréte o)

Soit v € Xp,.
e Sio = KI|L est une aréte intérieure, alors le saut de v a travers o noté [[v]] est la matrice
définie par

[[v]] = Vg @MKo+ VL QNLo.

e Si o = Klext est une aréte extérieure, dans ce cas

H’UH = ’U‘K &® NKo-

Proposition V.16 (Controle des sauts de vitesse dans ’espace d’approximation)

Soient u € C2(Q)2NHL(Q)? et vy, € Xp. Alors, il existe une constante C telle que

T /Vu:[['vh]] do < Chluleagy [onllpe

Uegint o

De méme, on peut montrer que pour toute fonction p € Cl(ﬁ) :

> [pilldo < Chlpiesy ol (v.31)

Uegint i

La preuve de la proposition V.16 se trouve dans [12, p.281] (estimations a priori en norme H?).
Elle repose sur l'inégalité de trace [2, Théoréme 3.10], ou [29, Lemme A.1] (Lemme I1.15) et le
lemme V.17 suivant (que nous démontrons dans la suite car le détail de la preuve n’apparait pas
dans [12]).

Lemme V.17
1l existe une constante C > 0 telle que

‘O-| H [[vh]] ”%,2(0) <C Z h%{ |’Uh’12{1(K)’ VYo € &, Yvy, € X,
{KGoeg(K)}

Démonstration du lemme V.17
Soit vy, € Xp, notons vy, est une composante scalaire de vy. Si o = Klext, le résultat est immeédiat.
Supposons donc que o € &y, 0 = K|L, par la définition V.15, on a

[[Uh]] =V KNK,c + UVLNLec = NK,o ('U|K - U‘L).

Soit a, € 0. Supposons que v € C2(Q). Comme vk et v)p sont réguliéres, la formule de Taylor avec
reste intégral s’écrit :

(z —t)

vk (T) = v (as) + /w Vu(t) - (x —ay)
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Pour estimer || [[vp]] HiQ(U), comme [[v;]] = nk s (Vg — v)1), écrivons une identité analogue sur L.
En prenant la différence des deux équations (sur K et sur L), on a

2
o1 1 o) o =11 | ( (Vors(t) - wL<t>>-((""t))dt) de.  (V32)

T — a,

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient :

ol oy = ot [ ([ 19001 - Fupopar) (7220 ae) an

Lol
3

On obtient alors

ol e <5 [ 5 /t|Vv|K(t)\2dt o,

{K;oee(K)} =

et, comme (aq,x) C 0, il vient finalement

0.3
Al < 5 3 [19ucofa (v.33)

{K;oe&(K

Par ailleurs, par I'inégalité de trace d’abord et par le théoréme de Poincaré (Théoréme D.2, An-
nexe D) ensuite, on a

o] IV 01220y < (€ + B30l ). (V.34)

Le résultat final est obtenu en injectant 1’équation (V.34) dans I’équation (V.33) et en utilisant que
lo| < hg et h%{ <19 < " (Q est borné). ]

Etape 2 : Estimations de I’erreur d’approximation en vitesse
Dans cette partie, on considére les problémes restreints (V.20) et (V.21), et nous montrons le
résultat suivant (Théoréeme V.18).

Théoréme V.18 (Estimations d’ordre un en espace pour la vitesse en norme H')

Soit Ty, un maillage cartésien (ou parallélogramme) et uniforme de Q. Alors il existe une
constante C' > 0 telle que

lun =l < Ch(lelea ) + [Pler @)

ot || - |l1p désigne la norme H' brisée.

Démonstration du théoréme V.18
D’apres le lemme de Strang [27, p. 93] (Lemme D.5, Annexe D), on a

. ap (U — Up, Wy
u il < inf w4 sup (S 0w (v.35)

wp, €Wy \{0} w16

e L’analyse de 'erreur d’interpolation que nous avons menée précédemment (Lemme V.13) nous
permet d’estimer le premier terme de la somme contenue dans le membre de droite de I'inégali-
té (V.35) :

inf Hu
wrEW,

Py < Chlulez g,
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e [’analyse de l'erreur de consistance nous permet de majorer le deuxiéme terme du membre de
droite de l'inégalité (V.35). En effet, soit wy, € W}, \ {0}. Réécrivons le terme ap(u — up, wy) en
utilisant que wuy, est solution du probléme restreint discret (V.21) :

ap(u — up, wp) = Z/Vu:thdx—/Qf-whdaz.
K

KeTh

Par la formule de Stokes (wj, € H'(K)?) d’abord et comme (u,p) est solution du probléme de
Stokes continu ensuite (W, € W), on a

ap(u — up,wy) = Z ( ; Vuwh-nda—/ Au-whdw>—/ﬂf-whda:,
K K

KeTy
= > [ Vuwindo- 3 [ Vpow, do.
KeT;, V0K KeT;, VK
Ty T

— Le premier terme du membre de droite de cette derniere égalité s’écrit :

7= ) [ Vu:[w]do,
O'Ggint g
et, par le lemme des sauts V.16, on a la majoration suivante

Ti= Y [ Vu:[[w]] do < Chlulpg, ws

aegint o

1,b-

— De plus, par intégration par parties (wj, € W, C H!(K)?) d’abord et par définition des
cellules cell-centered (cellules primales) et de la divergence sur ces cellules ensuite, on a :

TZZ Z / nghdil? = — Z /ple’thdZU+ Z /p(wh'nK,U)dU)
K K

KeTy, KeTy, €& " 7
—= > [ paivwpdet Y [ pliflwnl) do.
KeT, K o€t " 7
T271 T2,2

D’une part, comme wy, € W}, en choisissant 1x € Np comme fonction-test dans la définition
de Wy et par la remarque V.24, on a :

/ divwy, de = 0.
K

Try = Z /K(p—mK(p))divwhda:,

KeTy

et alors, en appliquant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz deux fois et la propriété d’interpolation
pour la pression, on a

Ton < Y lp—mu(®)llie lwnlm i),

KeTh
< hlpler |walm )-
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D’autre part, par le lemme des sauts pour la pression (Equation (V.31)), on a
o= 3 [ plas (wil) do < Chlpleny lwnl

Donc

an(w — wp, wy) < Ch(|ulez + [pler) [lwnl1p-

e Retournons a l'inégalité (V.35), alors on a le résultat :

lw = wpllip < Ch(llez g + Ipler@)-

V.6.2.b Analyse de ’erreur d’approximation pour la pression

Rappelons que nous considérons dans cette partie que les cellules cell-centered sont les cellules
primales, que les cellules vertex-centered sont décalées d’une demi maille par rapport aux mailles
primales (Figure V.6). Nous notons py- la valeur de la pression approchée sur la cellule vertex-
centered V*.

Afin d’aider le lecteur, commencons par donner une idée de la démarche adoptée. Les estimations
d’erreur suivantes ne suivent pas le cheminement “classique” car on n’a pas de condition inf-sup sur
Pespace Xp, x Np. En considérant la différence des systémes (V.15) et (V.17), on a

a(u,v) — ap(wp, vy) + b(v,p) — bp(vy, pr) = /Q [ (v—vp)de,

et donc

1b(v,p) — br(Vh,pR)| < + |a(w, v) — ap(up, vp)|.

/Qf-(’u—'uh)da:

e Pour majorer chacun des termes du membre de droite de la derniére inégalité, nous avons
peu d’informations & notre disposition puisque v est quelconque dans H(l)(Q)Q. Cependant, si
vy, appartient a l'image de IFP, I'inégalité d’interpolation (Lemme V.13) nous fournit une
borne pour ce premier terme et donc v est pris égal & wu.

o Reste & estimer le membre de droite de I'inégalité ci-dessus. Pour avoir des estimations en
pression, on aimerait que ce terme soit de la forme |[p — gpllo o0t ¢p est une fonction de py,.
Compte tenu de la définition de la divergence discréte: nous sommes amenés a considérer la
demi-somme des champs cell-centered et vertex-centered dans les zones de recouvrement de
ces deux cellules.

A partir de I'approximation du champ de pression pj (solution du probléme de Stokes dis-
cret (V.17)), nous définissons deux reconstructions de ce champ, notées p, et p, définies comme

suit. Le champ de pression p;, est constant par quart de quadrangle K N V* (intersection de la
cellule décalée V* avec la cellule primale K)

~ 1
=Y. 5 (P +pve) Lrnv-.
Knv*

Le champ pj, est constant par cellule primale et s’obtient par lissage du champ py, :

1 1

Dy, = — - « | 1g.

Ph E 5 pK+4 E pv K
KeT, VeS(K)

184



V.6. ANALYSE DU PROBLEME DE STOKES

Le théoréme que nous allons montrer dans la suite est :

Théoréme V.19 (Estimations d’ordre un en espace pour la pression)

Soit T, un maillage uniforme, rectangle (ou parallélogramme) de Q1. Alors il existe une constante
C > 0 telle que
IPh = pllo < Ch(|ulezq) + [Pler@))-

Le plan de la preuve est le suivant : on montre tout d’abord qu’il existe un réel C; > 0 tel que
lpn = pllo < C1 [P, = pllo-
On estime ensuite 'erreur en pression pour Eh : il existe un réel Co > 0 tel que

Ipn — pllo < Cah(|2lez gy + Pler@))-

Démonstration
Etape 1 : Il existe un réel C; > 0 tel que

[pn — pllo < C1 |lpR — Pllo-

En effet, soit K € T, une cellule primale rectangle. Par définition de py, on a

2

~ 1
1Pn —B|\i2(1() = |K]| 5 | PK + - Z pve | — Pl >
Ves (K)

1 / : : : .
oup, = — p dex. Par inégalité triangulaire, on a :
T

2 2
1 L ok | pv+\ Pk
s (e} £ ] on] -] ¥ G en) -t
K| 5 | PK + Z pv= Py K| Z s\ 1 T 1
VES(K VeS(K)
K] 1 ’
< — — L) —
VeS(K)
. : ’K| * . . * PP
Or, comme le maillage est uniforme, = |K N V*| pour toute cellule décalée V* associée a un

sommet V de S(K). Cette derniére inégalité s’écrit encore :

2

Kils (ot X o] on < X

VeS(K) VES(K)

2

IKNV* |1
S et v g

En sommant les inégalités obtenues pour K € 7 et en réordonnant les symboles de sommation

ZZZ

KeT, VeS(K Knv*

comme suit :

on obtient (Cy = 3)
723 —2”(2) < C1 |pp —BH%-
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Etape 2 : Il existe un réel Cy > 0 tel que

[pn — pllo < Coh(|ulc2 + |pler)-

En effet, comme p —]3~Vh appartient a I'espace L%(Q) (par définition de l'espace d’approximation Np,
et de p), par le lemme de Necas (Lemme D.4, Annexe D), il existe w € Hj(Q)? tel que

divw =p —pp, et |[Vwllo < [lp— palo- (V.36)

Prenons ensuite la différence des équations (V.15) (évaluée pour v = w € H}(2)?) et (V.17) (évaluée
pour vy = I}?Pw € Xy, ou I}'LEP désigne I'opérateur d’interpolation en vitesse défini en V.10), il
vient :

a(u, w) — ah(uh,lfpfw) +b(w,p) — bh(I,?P'w,ph) = /Qf (w — I,?Pw) dex. (V.37)

Nous organisons le travail qui suit en deux étapes : nous montrons que la différence b(w, p) —

br(IFPw, pp) est égale a |p— ph||0, puis nous estimons le terme |fQ (w — IFPw) da|+|a(u, w)—
EP
ah(uhv I )|

Etape 2.a- Commencons par évaluer b(w,p) — by (IFF'w, pp,) et montrons que
b(w, p) = bu (L7 w, pn) = Ilp — palls. (V.38)
On a - ~
b(w, p) — b (L7 w, pi) = b(w, p — pr) +b(w, pr) — b1y w, pp) . (V.39)
T T:
Y P

e D’une part, par I’équation (V.36), divw = p — ]32, on a
T = /Q(p;[ﬁl)divw dz = [lp — puli5. (V.40)

e D’autre part, par définition de by(-,-) (Equation (V.18)), Ty s’écrit

T, = / pn divew do — Z |K| pr (divEP TP w)
@ K cell-centered
- > V¥ pye (divEE I w)ye.

v+ vertex-centered
Au final, compte tenu de I'équation (V.24) et du fait que w € H}(Q)?, Ty s’écrit

1
T, = Z Z(pK+pV*)/ divw da:—* ZPK/lew de

KNV Knv* KET

1
—3 Z pv*/ divw da,

v+ vertex-centered
1
= Z i(pK-i-Pv*) /K divw da:— - Z PK Z / divw dz

Knv* nv Ke’rh ves(k)’ KNV*
1 .
—3 Z Py+ Z / divw de.
v+ vertex-centered {(KeTy;ves()y/ KV?
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En réordonnant les symboles de sommation comme suit (car les sommes sont finies)

2. 2. =

KeT, VeS(K) Knv*

2 2 =2

V* vertex-centered {K€Ty;VeS(K)}  Knv*

on obtient :
1 .
T = Z g(pK + py+) /Kmv* divw dox — = Z DK /me divw dx
KQV* KQV*
41
-5 Z Dv+ / divw dz, (V.41)
ROy KNV
=0.
Au final, comme T} = ||Q—;t§lH(2J et Tp =0, il vient :
b(w, p) — b (I w, pr) = |lp — pal3-
Etape 2.b- Retournons a l’équation (V.37), on a :
b('w,B) — bh(IhEPw,ph) = / f(w— prw) de — a(u, w) + ah(uh,Iwa).
Q
D’ou, par ’équation (V.38), et par définition de ay, il vient
o=l = [ F w1 w) do  aluw) + ayfw, 1 w)
Q
< N fllo lw = I wllo — a(w, w) + ap(u, I "w) + an(up, — u, I w),
< I fllo llw = I wllo — a(w, w) + ap(u, I "w) + lun = ull 1157wl -

Q1 Q2 Qs

Analysons chacun des termes de I'inégalité ci-dessus.
e Concernant @1, par les estimations de 'erreur d’interpolation de vitesse (norme L?) pour w €
H{(2)? (Lemme V.12), il existe une constante Cs telle que

Q1 < Csh || fllo|wlm (-
De plus, il existe une constante C' > 0 telle que
1£llo < Clelcz + [pler),

d’ou
Q1 < CCsh|w|m(q) (|ulez + [pler)-

e De plus, concernant Q)9 :
QZ — _a(ﬂv ’LU) + ah(ga I}?Pw)7
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on a, en intégrant par parties le second terme du membre de droite (car I,?Pw € HY(K)? et

u € C*(Q)?),

Q2 :/Vu:de:c—Z/Vu:VI}?Pwdm,
Q K

KeTy,
:/Vu:Vw do+ > / Aw- IFPw do — 2/ (Vu IFPw) -ndo,  (V42)
Q KeTy, K KeTy, K

Q;l QZ,z
Majorons chacun des termes de cette égalité. Concernant ()21, on a
EP
Q2,1 < |ulmo)|wlm o) + [©le2m) 11 wlo- (V.43)
Par ailleurs Q2,2 s’écrit aussi :
Q2,2 = Z Vau : [[I7Tw]] do.
Uegint o
En appliquant la proposition V.16, on en déduit qu’il existe une constante C' telle que
S [ Vu: [IFPw] do < Ch I wl1plalee - (V.44)
O'Ggint v

Dans les inégalités (V.43) et (V.44), il reste a majorer |IFPwl|o et ||[IFPw]1 . Par le théoréme de
Poincaré (Théoréme D.2, chapitre D), on est ramené a seulement majorer ||IFPw]|;, (majoration
établie dans le lemme V.12). Ainsi, en utilisant cette majoration dans les équations (V.43) et (V.44)
et en injectant ensuite le résultat obtenu dans I’équation (V.42), ceci nous permet de conclure qu’il
existe une constante C' > 0 telle que

Q2 < Chlw|m (g)lulezg)-

e Enfin, pour Q3, par I’estimation de I'erreur d’approximation sur la vitesse en norme H' (Théoréme V.18) :

Qs < Chlluleay + IPler ) 17wl

Par ailleurs, par le lemme V.12, il existe une constante C telle que

Q3 < Ch([e|e2 ) + IPler(m)) [wlm-

e Au final,
lp = allE < Chlwli o) ([lez ) + [Plery)- (V.45)
D’apres I'équation (V.36), on a
lwliig) < [p — llos

et par conséquent en injectant cette majoration dans l'équation (V.45), on obtient le résultat
annonce. [ |
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V.7 Conclusion

En conclusion, nous avons proposé un élément valide pour des maillages non structurés et

satisfaisant le test du tourbillon isolé sur des maillages cartésiens. Le nouvel élément est plus précis
que I’élément fini de Rannacher-Turek pour des écoulements & convection dominante (par exemple,
le probléme d’Oseen). Cependant, il faut signaler que le procédé de construction des maillages
pour effectuer les calculs de convergence au maillage consiste & découper les cellules d’un maillage
grossier en deux & partir du centre des arétes; les maillages raffinés se rapprochent donc de plus en
plus de parallélogrammes pour lesquels ’analyse d’erreur est valide.
Dans une deuxiéme étape, nous avons étudié une extension de ce schéma aux équations de Navier-
Stokes : en effet, la discrétisation proposée ne permet pas d’avoir un bilan de masse sur les cellules
primales (quadrangles non rectangles), par conséquent la construction de 'opérateur convectif sur
les mailles diamant proposée dans [4] n’a pas donné des résultats qualitativement satisfaisants pour
le cas-test de couches de mélange & Re = 10000. Nous avons proposé de reconstruire les flux de
masse primaux de maniére cohérente avec la construction des flux sur les cellules diamant, et nous
avons montré les capacités du schéma résultant pour le cas-test de couches de mélange a Re = 10000
sur un maillage fortement perturbé.

Par ailleurs, nous avons étudié la discrétisation du probléme de Stokes stationnaire 2D avec des
conditions au bord de type Dirichlet homogenes sur 2 C R2. Nous avons montré que le schéma
est stable en vitesse. Par ailleurs, en travaillant sur le probléme restreint (dans le sous-espace
de 'espace d’approximation pour la vitesse constitué des vecteurs a divergence discréte nulle) et
en nous appuyant sur la preuve de [12], nous avons mené l'analyse d’erreur pour le probléme de
Stokes pour des maillages rectangles (ou parallélogrammes) uniformes. Nous avons ainsi montré que
I'erreur d’approximation de la discrétisation par I’élément enrichi est d’ordre un en espace pour la

vitesse (en norme H') et d’ordre un en espace pour un post-traitement de la pression (en norme
L2).
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Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons proposé et analysé des schémas numériques performants pour la
LES, dans le contexte des schémas basés sur 1’élément fini non conforme de bas degré de Rannacher-
Turek (ou de Crouzeix-Raviart) et des méthodes de correction de pression (méthode de projection
incrémentale), utilisés dans le logiciel ISIS. Une premiére étude portant sur la discrétisation tem-
porelle a été menée, et nous a amené a proposer le schéma Crank-Nicolson-like. Ensuite, I’étude
du cas-test du canal plan turbulent avec le modéle sous-maille W.A.L.E. a permis de souligner
les défauts de la discrétisation spatiale par I’élément fini de Rannacher-Turek et nous a conduit a
sélectionner des critéres pour proposer une discrétisation spatiale adaptée & la LES. Nous avons
par ailleurs présenté plusieurs cas-tests plus simples réalisés sans modeéle sous-maille (faisant dé-
faut au schéma RT) : le probléme d’Oseen stationnaire a convection dominante, le probléme du
tourbillon isolé et celui des couches de mélange & Re = 10000. Ceci nous a conduit & introduire de
nouveaux schémas basés sur I’élément fini de Rannacher-Turek, a savoir : un schéma (stabilisation)
noté schéma RT-Stab et ’enrichissement de la pression, que nous avons développés et implémentés
sous ISIS.

Dans le chapitre II, nous avons abordé une discrétisation en temps pour la résolution des
équations de Navier-Stokes compressibles (schéma Crank-Nicolson-like) adaptée a la LES. Celle-ci
repose sur la construction d’un opérateur convectif satisfaisant une identité d’énergie cinétique et la
réduction des résidus de dissipation numeérique par rapport a la discrétisation temporelle existante
d’Euler. Sur le cas-test de couches de mélange résolu par LES, ce schéma permet de représenter
davantage de structures turbulentes que le schéma en temps d’Euler.

Dans le chapitre IV, nous avons proposé un schéma de pénalisation pour la résolution des

équations de Navier-Stokes incompressibles, contraignant les degrés de liberté de vitesse tangents
aux arétes (si d = 2) ou faces (si d = 3) & s’écrire comme combinaison linéaire des degré de
libertéde vitesse normaux aux arétes ou faces alentour. Nous avons montré le caractére bien posé
et la stabilité de cette discrétisation.
La difficulté de I’'approche est sans nul doute le calcul des coefficients de ’expression d’une inconnue
de vitesse tangente en fonction des inconnues normales alentour. Pour ce faire, nous avons établi
une méthode pour des maillages généraux 2D ou structurés 3D, permettant d’obtenir un schéma
plus précis que le schéma RT. Par ailleurs, nous avons observé lors des tests numériques sur des
maillages cartésiens que 'erreur d’approximation pour ce schéma tend vers celle du schéma MAC
de référence (volumes finis) lorsqu’on augmente le paramétre de pénalisation : ceci est di au fait
que le schéma obtenu en faisant tendre le paramétre de pénalisation vers I'infini est de type MAC
(valide pour des maillages non structurés), puisqu’il a pour inconnues les composantes normales de
vitesse aux arétes (ou faces).

Dans le chapitre V, nous avons présenté une discrétisation spatiale obtenue en enrichissant 1’es-
pace d’approximation pour la pression de I’élément fini de Rannacher-Turek. Le nouvel élément,
de caractéristiques similaires au schéma MAC mais valide pour des maillages quelconques 2D (tels
qu’un sommet appartienne exactement a quatre cellules), résout le probléme du tourbillon isolé et
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s’avere plus précis que le schéma RT pour des problémes & convection dominante.

Par ailleurs, nous avons montré la stabilité de la vitesse et établi des estimations de ’erreur d’ap-
proximation d’ordre un en espace pour la vitesse (en norme H! discréte) et d’ordre un pour un
post-traitement de la pression (en norme L? discréte) pour le probléme de Stokes stationnaire 2D.
Ces résultats sont en accord avec les tests numériques.

Cependant, I'identité d’énergie cinétique obtenue en construisant un opérateur convectif partic-
ulier de type volumes finis sur un maillage diamant repose sur I’hypothése de conservation de la
masse sur le maillage primal, laquelle n’est pas satisfaite pour le nouvel élément sur des maillages
quadrangles non rectangles. Par conséquent, nous avons étendu cette discrétisation & la résolution
des équations de Navier-Stokes incompressibles en proposant de reconstruire les flux de masse du
maillage primal a partir des flux de masse vertex-centered. Ce dernier schéma donne des résultats
qualitativement satisfaisants pour le cas-test de couches de mélange & Re = 10000.

La méthode de stabilisation (schéma RT-Stab) proposée peut faire I'objet de compléments pour
des domaines 3D. En particulier, il serait intéressant de tester si la méthode de calcul des coefficients
2D pour des maillages quadrangles non structurés se généralise en 3D & des hexaédres qui ne sont ni
des parallélépipedes rectangles, ni des parallélépipedes parallélogrammes en imposant la consistance
pour les champs Q.

De la méme maniére, il serait intéressant de généraliser la discrétisation obtenue en enrichissant

la pression en 3D afin de jauger de son intérét dans le cadre de la LES. Une premiére étape
pourrait étre de traiter de maillages parallélépipédes rectangles : de maniére analogue & la démarche
adoptée en 2D, nous pouvons envisager de décaler les parallélépipédes d’une demi-maille dans
deux directions de 'espace. Il faudrait ensuiteétendre cette construction pour des maillages non
structurés.
D’autre part, le schéma proposé pour l'enrichissement de la pression est valide pour une masse
volumique constante. Pour les écoulements a faible nombre de Mach, il faudrait proposer une
reconstruction du bilan de masse sur le maillage primal en s’appuyant sur une discrétisation de la
masse volumique appropriée sur le pavage pression, en se basant sur la démarche proposée pour
construire 'opérateur convectif sur les cellules diamant (Sous-section II.2.1).

Enfin, une fois validés, les schémas proposés pourraient étre testés (et comparés) dans le contexte
de la LES sur un cas-test de couche de mélange 3D.
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Annexe A

Elément fini de Rannacher-Turek

Dans ce paragraphe, nous présentons 1’élément fini de Rannacher-Turek [83], et quelques unes
des propriétés essentielles des fonctions de forme utilisées dans ce mémoire.

A.1 Maillages et espaces discrets

Soit 7p, une décomposition du domaine 2 en quadrangles (d = 2) ou hexaédres (d = 3), supposée
réguliére au sens habituel de la littérature éléments finis [20, conditions 7,1 & 735 p. 61 et 71]. Nous
notons £ ’ensemble de toutes les faces o de la cellule ; par .t I'ensemble des faces incluses dans
la frontiére de 2, par &y, ’ensemble des faces intérieures (i.e. £\ Eext) et par E(K) les faces d'une
cellule particuliéere K € Tj. La face interne séparant les cellules voisines K et L est notée 0 = K|L.
De plus, nous utilisons aussi la notation o = Klext si la face o est dans le volume de controle K
et o appartient a Eex. Pour chaque cellule K € Tj et chaque face 0 € £(K), ng , représente le
vecteur normal unitaire sortant de K a travers la face 0. Par | K| et |o] nous notons respectivement
les mesures du volume de controle K et de la face o.

La vitesse u et la pression p sont discrétisées en utilisant 1’élément fini dit de Rannacher-Turek
(appelé aussi “rotated bilinear finite element” [83]). L’élément de référence K est le cube unité
d-dimensionnel (avec les faces colinéaires aux axes de coordonnées) ; I’espace fonctionnel discret sur

K est Q1(K), ott Q1(K) est défini comme suit :
Q1 (K) = vect {1, (@)i=t,...a (@7 = 2F1)im1, a1} -

La transformation affine T défini de élément de référence K a valeurs dans la cellule courante
K est la transformation standard Q. Par ailleurs, nous choisissons la version de 1I’élément pour
laquelle la fonction nodale N, associée a la cellule K est la moyenne de la vitesse a travers la
face o :

1
VK €T Vo €E(K) Yo e CX(K). Nicol®) = o0 / vy dor
Ainsi, 'espace discret X, est défini comme suit :
Xp = {'v € (LX(Q)% VK € Th, vo Ty € QuEK)? et Vo = K|L, N0 (v) = ./\/'Lp(v)}.

L’approximation pour la vitesse est donc non conforme dans H'(Q)? parce que l'espace Xp, est
composé d’inconnues discrétes discontinues & travers une aréte, et donc Xp, ¢ HY(Q)4. L’ensemble
des degrés de liberté pour la vitesse est donné par :

{ug; = No(u;), 0 €&, 1 <i<d},
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ot Ny (u;) = Ngo(ui) = N o(u;) si 0 = K|L. Nous notons cpg,-i) la fonction de forme vectorielle

associée & Uy, qui, par définition, s’écrit cpg) = ¢, e, oil p, est la fonction de forme scalaire
associée a la face o et e est le i ®™M€ vecteur de la base canonique de R, et nous définissons we
par Uy, = ) i Uy e®. Avec ces définitions, on a 'identité :

d
u(x) = Z Zuﬂ,i QO((;)((B) = Zuo ¢o(x), pp xTEQ

ce€ i=1 ce€

Nous notons respectivement Vv et divv le gradient et la divergence brisés de toute fonction
v € Xp.

La pression appartient a ’espace M}, composé de fonctions constantes par mailles :
My, = {p € L*(Q); VK € Ty, p est constant sur K} .

Les degreés de liberté pour la pression sont par conséquent {px; K € Tp,}. Cet élément fini mixte
est inf-sup stable [13, Chapitre VI.4].

Afin d’expliciter le (terme convectif du) schéma, nous avons besoin d’un maillage dual défini
comme suit. Quand K € 7T}, est un rectangle ou un cube, pour o € £(K), nous définissons Dk o
comme le cone de base o et de sommet le centre de gravité de K. Nous obtenons donc une partition
de K en m sous-volumes, o m est le nombre de faces de la cellule (i.e. m = 4sid = 2 et
m = 6 si d = 3), chaque sous-volume ayant la méme mesure |Dg | = |K|/m. Nous étendons
cette définition & des quadrangles ou hexaédres généraux, en supposant que nous avons encore une
partition en sous-cellules de méme volume, et avec les mémes connectivités ; notons que c’est bien
str toujours possible, mais qu'un volume Dk , peut ne plus étre un cone puisque, si K est éloigné
d’un parallélogramme, il n’est plus possible de construire un céne ayant o pour base, le sommet
opposé appartenant & K et un volume égal a |K|/m. Le volume D , est appelé le demi-diamant
associé & K et 0. Pour 0 € &y, 0 = K|L, nous définissons maintenant la cellule diamant D,
associée & o par D, = Dk , U Dr, , (Figure A.1). Pour une face externe o € Eexy N E(K), Dy est
juste le méme polyédre que Dk . Nous utilisons les notations suivantes pour ’ensemble des faces
duales de la cellule ainsi construite : ’ensemble des faces internes duales est noté iy et, celles d’une
cellule particuliére D, sont notées £(D,) ; les faces externes de ce maillage dual coincident avec les
faces primales, et 'ensemble des faces externes duales et noté Eext. En pratique, les cellules diamant
ne sont pas construites explicitement et la géométrie de D, n’a pas une grande importance.

Dans la suite, nous énoncons les propriétés des fonctions de forme Rannacher-Turek qui perme-
ttent d’écrire le schéma discret et de montrer des estimations d’erreur.

A.2 Propriétés des des fonctions de forme Rannacher-Turek

Notons ¢, la fonction de forme (scalaire) globale associée a la face o et @5 la fonction de forme
locale correspondante associée a la face & définie sur la cellule de référence (Figure A.2). Dans cette
section, nous considérons des maillages cartésiens.
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FIGURE A.1 — Volumes de contréle et cellules diamant.

-~ ~1
% P =ws0 Ty

o

FIGURE A.2 — Transformation définie des objets de référence vers les objets courants.

FIGURE A.3 — Numérotation des arétes.
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Proposition A.1 (Expression des fonctions de forme locales @([?))

Awec les notations de la figure A.3, les fonctions de forme locales sont données, pour tout (Z,7)
dans [0;1]%, par :

Pou(8,9) =S4 58— 2o (@)

Pos(8,9) =7 —5d+ 50+ 53— P)

Boy(8,6) =+ 38— 305 (@~ )

Bou(8G) =5 - a4 39+ (@~ ).

FIGURE A.4 - Profil de la fonction de forme locale &5, .

Par unisolvence de 1’élément de Rannacher-Turek, on a :

Proposition A.2 (Somme des fonctions de forme Q;(K))

Ona:
Z Yo = 1.

c€€\ép

Démonstration En effet,

et

Par unisolvence la transformation Tk est bijectif et de plus, @z € @(K ) si et seulement si K est
un rectangle. Il existe donc une unique fonction de ’espace Xp qui prend la valeur 1 partout et,
comme la fonction constante égale & 1 satisfait cette propriété, ceci conclut la preuve. ]

Les propriétés suivantes sont basées sur la structure du maillage (rectangles) d’une part et sur
un changement de variables d’autre part.
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Proposition A.3 (Intégrale d’une fonction de forme @(K) sur une face)
[en=lol.

La preuve des propositions suivantes repose sur le fait que la transformation Tk est affine
(puisque le maillage est structuré). On généralise celle-ci dans la suite pour des maillages non
structurés (transformation affine Q).

Pour chaque face o € £\ Ep,

Proposition A.4 (Intégrale d’une fonction de forme @(K) sur une maille)

Pour chaque face o € £\ Ep, si o appartient a K :

1
ve = — |K]|.
Jero= a1

Notons que :

VK € Ty, |K|=|det Tkl.

Un changement de variables conduit au résultat.
Dans les chapitres suivants de ce mémoire, la définition des mailles diamant pour des maillages non
structurés permet de satisfaire la proposition A.4.

Proposition A.5 (Coefficients de la matrice de rigidité)
Soit gog) une fonction de forme globale (vectorielle) en vitesse de I'élément fini Rannacher-
Turek associée a la face 0 € K (0 € Eny et 1 < i < d). Alors, pour toute aréte o~ partageant

un sommet commun avec o ou pour toute aréte ol ne partageant aucun sommet avec o, on a

' ‘ 5 i ; 3
/V<P5f)rV<pS’)dm=2, /V¢§l:vso£:>dm:_2,
K K
/V‘Pg):v¢g)d$:2a
K

et
Vo' €&, V1<j<d, j#i, /Vgog):Vgoff)daz:O.
K

Le lemme A.6 suivant est une conséquence des formules de Taylor et du fait que 'intégrale
d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique est nulle.
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Lemme A.6 (Relation entre interpolé de vitesse et valeur au point)

Soit Tn, un maillage uniforme structuré de pas 2h. Alors

11 h
Si o horizontale : Ny(uy) = uz(x,) + o7 3 Oraty(T4) / 2% do + O(h?),
—h
2

=uy(x,) + % Oraty(Ty) + (’)(h3).

h

11
Si o verticale : Ny (uy) =uy(xy) + BT 8yyuy(:ca)/ y? do + O(h?),
h

2

h
\ = uy(z,) + 6 Oyyuy(T,) + O(h?),

ol T, désigne les coordonnées du centre de la face o.

Proposition A.7 (Consistance de ’opérateur Laplacien)

L’opérateur laplacien de vitesse construit n'est pas consistant(au sens des diff ‘érences finies) si

l'on considére la définition suivante des degrés de liberté de vitesse : u, = u(x,) ol x, désigne
le centre de la face o.

Démonstration Considérons une face o séparant deux cellules K et L (supposons-la centrée sur

le point (0,0) pour simplifier) et un entier 7 € {1---,d}. Supposons de plus le maillage uniforme
de pas 2h pour simplifier les notations.

_3 -3
4 3
li
1o — {5 5
a
= =

|
DOICY
[N

F1GURE A.5 — Coefficients de la matrice de rigidité.

On a (par définition des fonctions de base vectorielles Q1 (K))

/ Vu: Vel de = Z Z ugl’i/ chgi,) Vet de. (A1)
& KET, o' €E(K) K

1. Siu, =u(x,) :
L’équation (A.1) s’écrit, par développements limités a 1’ordre trois :
) 3
/ Vu: Vel de = )" 5u(0,0) — = (u(—h,h) + u(—h,—h) + u(h, h) + u(h, —h))
Q 2
KeTy 1
+§ (u(—2h,0) + u(2h,0)),
= Y (=h?02,u(0,0) — 3h%02,u(0,0) + O(h?)).
KeTy,
1

2. Siu(,:/uda:
o] Jo

L’équation (A.1) s’écrit, par développements limités a 'ordre trois et du fait que la moyenne
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de la fonction y entre —h et h est nulle, on a :

0 2h
/ Vu: ch ) da Z / u(0,y) dy—% [/_%u(:z:,—h)d:n%—/o u($,—h)dfc}

KeTy,
2h
- [ u(z, h) dx—i—/ u(x,h)dm}
0

4h
1 h
+— —2h,y dy—l—/ 2h,y dy],
. [ u(zhy
1
=y 2h( 41* 92,u(0,0) — 4 4% 07, u(0,0) + O(h?)) .
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Annexe B

Viscosité W.A.L.E.

Dans cette annexe, nous détaillons quelques compléments concernant le modéle W.A.L.E. |76,
14]. Prouvons que v, = O(2®) prés du mur.

Nous considérons ’écoulement (incompressible) d’un fluide dans un canal plan dont la hauteur
correspond a l'axe z dans le plan (z,y, 2). Supposons de plus que les parois du canal sont définies
par les plans d’équation {z = 0} et {z = 1}. Dans la suite, nous nous concentrons sur le cas o z
est proche de 0, z > 0 (le raisonnement est similaire pour z proche de 1).

Résultats préliminaires
Pour z proche de 0, en supposant que w = (u,v,w) est réguliére, la formule de Taylor donne
I'existence de fonctions w1, us, va, wy et wy des variables x et y telles que :

U(.’L‘,y,Z) :U1($,y) Z+UQ($,Z/) 22+0(Z3)a
v(a,y,2) = wva(x,y) 22+ O(2°),
ZU(ZL',y,Z) :QU1($,y) z+w2(m,y) 22+O(Z3)a

(le fait que v1 = 0 résulte de la condition d’incompressibilité).
— Montrons que |Vu|? = O(2?) (z — 0).

2(Ogui(z,y) +0(2)) wui(z,y) +o(z) z(dyui(z,y) + o(z))

4
2|
I
N
[\

c’est-a-dire :
O(z) 0Q1) 0O(2)
Va=|0(:z%) 0(:?) 0(:%],
O(z) 0Q1) 0O(2)

Par produit matriciel, on en déduit que :
|Va)? = Trace(Va Va!) = O(2%).

— Montrons que |S]? = O(1) (z — 0), ou S est la partie symétrique du gradient de vitesse
filtrée.
Par développement limité, il est facile de voir que les coefficients S 2, ?271, ?273 et S32 sont
en O(1) (z = 0). On a alors :

S : 8 = Trace(SS) = O(1).
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— Montrons que S : ¢ = O(z2) (z — 0), oi1 < est la partie déviatorique du tenseur de déforma-
tions.

On voit facilement que :
Trace(V@?) = O(2?), (B.1)
et
X O(2) 0() 02
5(VE2+(Vu2)T): O(z) 0z 0(2) |. (B.2)
O(*) 0O(z) O()

De plus, le coefficient en facteur de z? ne s’annule pas dans I'expression de <, d’ou par les
équations (B.1) et (B.2)
O(z%) O(z) O(z%)
<= 0() 0@ 0O()
O(z%) 0O(z) O(z?%)

Ainsi,
0% 0(z%) 0(z?)
cc=(0(%) 0(z%) 0() |,
O(*) 0(=*) O(z*)
et

Trace(S 3) = O(2%) (z — 0).
Comportement prés du mur [76]

Ecrivons v sous la forme

v = CwA OB,

Afin de récupérer le comportement en O(z3) prés du mur, puisque << est en O(z?), commencons par
poser OP; = (5 6)3/ 2 Pour expliciter OP,, on utilise que le quotient est homogéne & une fréquence
et on veut que le dénominateur soit non nul.

Puisque le gradient de vitesse a la dimension d'une fréquence, OP; est homogéne a une fréquence 3
la puissance six. Etant donné que S S est homogeéne & une fréquence au carré, une possibilité est de
considérer que OP;, contient le terme §§5/ 2, Cependant, ce dernier terme peut étre nul. Le terme
§§5/ 2 4 ¢ étant non nul pour un écoulement cisaillé pur et pour un écoulement rotationnel, on

pose OP, = 355/2 +<3.
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Annexe C

Discrétisation des modéles sous-maille

C.1 Introduction

Dans cette annexe, nous proposons deux discrétisations de la viscosité turbulente pour le mod-
éle W.AL.E. [76] (Equation (6) en Introduction) dans le cas de I’élément fini non conforme de
Rannacher-Turek.

Ce chapitre fait ’objet d’un article publié dans les proceddings de F'VCAG6, Finite Volume for
Complex Applications VI, Prague [10]. Il a été réalisé avec la collaboration de Franck Boyer, Céline
Lapuerta et Jean-Claude Latché.

Comime premiére étape vers la construction d’un schéma pour les équations de la LES, nous pro-
posons dans cette annexe d’étudier la discrétisation du terme non-linéaire (du fait de la présence du
modeéle sous-maille) diffusif de I'équation de conservation de la quantité de mouvement. Pour cela,
nous traitons d’un probléme simplifié, & savoir le probléme de Stokes stationnaire incompressible
obtenu en remplacant la dérivée en temps et le terme convectif dans les équations de Navier-Stokes
d’origine par : B

—div(2vS(w)) + Vp = f dans Q,
diva =0 dans (, (C.1)
=0 sur 01,

ou S(uw) = %(Vﬁ + Val) est la partie symétrique du gradient de @ et f est un terme source
connu. Ce probléme est posé sur un domaine 2 ouvert, connexe, borné de R? (d = 2,3), supposé
polygonal pour simplifier. La viscosité effective v est égale a la somme de la viscosité laminaire et de
la viscosité turbulente notées v; et v, respectivement, la derniére étant donnée comme une fonction
de la vitesse par les équations (5) ou (6) avec un coefficient A supposé fixe ici (i.e. indépendant
du maillage). Puisque la vitesse est fixée a zéro sur la totalité de la frontiére, la pression doit étre
supposée a moyenne nulle pour que le probléme soit bien posé.

Deux approches sont considérées ici pour la discrétisation spatiale : I’élément fini de bas degré
de Rannacher-Turek et le schéma MAC. Nous concentrons le chapitre sur la version élément fini,
la description du schéma MAC utilisé pour comparaison dans les tests numériques est donnée dans
[47, 51, 49]. Les schémas obtenus sont testés en utilisant une technique de solution manufacturée.

Le plan du chapitre est le suivant. Nous décrivons d’abord ’expression discréte proposée pour
les modeéles sous-maille W.A.L.E. et Smagorinsky (Section C.2). Dans une deuxiéme partie, les
tests numériques concernant le probléme de Stokes simplifié C.1 sont présentés (Section C.3).

Pour alléger les notations, nous omettons dans la suite de ce chapitre le ~ pour noter les champs
filtrés.
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ANNEXE C. DISCRETISATION DES MODELES SOUS-MAILLE

C.2 Discrétisation du terme non-linéaire diffusif

Dans cette section, nous commencons par décrire ’approximation de la viscosité turbulente,
laquelle est choisie constante par mailles.

Expression de la viscosité vk sur la cellule K pour le modéle de Smagorinsky

Nous proposons d’étudier deux discrétisations du terme S dans ’équation (5) de la viscosité tur-
bulente. La premiére consiste & approcher 'expression Trace(S ST) par sa valeur moyenne sur une
cellule K :

52 = ’Ilﬂ/KS(w : S(u) de.

La seconde approche consiste & calculer la valeur moyenne du gradient de vitesse sur K et ensuite
d’utiliser la définition de S :

S = 5 ((?jui + O;u; ) =5 (m/Kajui dz + m/}(aiuj dﬂ?) ~ (C.2)

Finalement, I’expression de la viscosité effective pour les deux approximations est :
— pour la méthode 1 :

1
VK =V + (CS Z)Q <2§K> ’ 5 (03)

— pour la méthode 2 :

SIS

K

vk =u+(C A [ 235" 5 (C.4)
i,j

Ces discrétisations sont différentes puisque le champ de vitesse discret n’est pas affine par morceaux.
Cependant, comme souligné dans la section C.3 suivante, ils donnent des résultats similaires, par
conséquent seule la méthode 2 est retenue pour la discrétisation du modéle W.A.L.E., afin d’éviter
le calcul d’intégrales nécessitant des formules de quadrature d’ordre élevé.

Expression de la viscosité vg sur la cellule K pour le modéle W.A.L.E.
La discrétisation du tenseur ¢ dans une cellule K € Ty, est :

o 1 K K K K

1 ——K—K ..
g E Oty OnUm dij, Vi, je{l,---,d}, (C.J5)
mvne{lvvd}

ot § est le symbole de Kronecker. Utilisant les approximations de S et ¢ données respectivement
par les équations (C.2) et (C.5), la viscosité effective sur une cellule K s’écrit :

3/2
- 5/2 5/4°
POETRETN B DS
i,j i,J

v =1+ (Cy Z)2
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C.3. PROBLEME DE STOKES STATIONNAIRE INCOMPRESSIBLE

C.3 Probléme de Stokes stationnaire incompressible

A partir de la discrétisation de la viscosité présentée dans la section précédente, on en déduit
celle du schéma utilisé ici pour résoudre le probléme de Stokes (C.1).

Discrétisation du probléme (C.1)
Le schéma permettant de déterminer une solution approchée du probléme (C.1) consiste & trouver
u € Xp et p € My, tels que p soit d’intégrale nulle sur € et :

Vi<i<d, Vo & &n,

S 2w [ (s S(e)) de— 3 [ paiv(e) da= [ 5o a

KET, KeT, (C.6)

VK € Th, / div(u) dz =0.
K

Dans cette section, nous construisons une solution manufacturée du probléme (C.1) bidimen-
sionnel, et nous comparons les résultats obtenus avec les discrétisations considérées a la solution
analytique et aux solutions discrétes obtenues par le schéma MAC (schéma de référence pour les
maillages cartésiens).

Description des tests numériques
Le domaine de calcul € est le carré unité (0,1)? et nous calculons le second membre f de (C.1) de

telle sorte que les solutions analytiques pour la vitesse et la pression, u®*® et p®®?t soient données
par :
27 sin(mz)? sin(my) cos(my)
u(x, y) = rot(sin(rx)?sin(ry)?) = ,
—27 sin(my)? sin(mz) cos(mx)
pe:tcact(a:7 y) — Sin(?‘(‘l‘)z,

eract gatisfait en effet des conditions au bord de Dirichlet homogénes sur 99, et que

eract oy le domaine € est nulle.

Notons que u
la moyenne de p

La viscosité laminaire est choisie égale a v = 1073 et le coefficient C,,A dans I’expression
de v, (Equations (5) et (6)) est fix¢ égal & CsA = 0.007 pour le modéle de Smagorinsky et
CwA = 0.009 pour le modele W.A.L.E., ce qui conduit & avoir des viscosités laminaire et turbulente
du méme ordre. Les viscosités obtenues pour u®“*“ pour les modéles W.A.L.E. et Smagorinsky sont
représentées sur la figure C.3. Les profils sont assez différents, et 'on peut remarquer que, comme
attendu, la viscosité turbulente prés du mur s’annule avec le modéle W.A.L.E. tandis qu’elle ne
décroit pas avec le modele de Smagorinsky.

Le probléme non-linéaire (C.6) est résolu en utilisant un procédé itératif analogue a une marche
en temps de type correction de pression [22]|, calculant & chaque pas de temps la valeur de la
viscosité turbulente & partir de la vitesse initiale. L’état stationnaire est supposé atteint quand les
incréments de vitesse et de pression sont assez petits.

La norme L2 discréte définie par
llld = > 1Delluol?,
ceé

est utilisée pour mesurer l’erreur en espace commise sur des maillages structurés constitués de n xn
cellules avec n = 10, 20, 40 et 80.
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ANNEXE C. DISCRETISATION DES MODELES SOUS-MAILLE

.2.00E703 .2,00E703

= =
1.75E-03 1.75E-03

- 1.50E-03 £ 1.50E-03
1.25E-03 1.25E-03

1.00E-03 1.00E-03

(a) Modéle de Smagorinsky (b) Modeéle W.A.L.E.

F1GURE C.1 — Viscosité effective.

Comparaison des deux implémentations pour le modéle de Smagorinsky

Sur la figure C.2, lerreur spatiale en norme L? est représentée pour les deux méthodes pour le
calcul de la viscosité de Smagorinsky. Les deux implémentations sont presque aussi précises. Par
conséquent, la méthode 2 est choisie pour les tests numériques suivants, parce que son implémen-
tation est plus simple.

le-01 1le-01
1le-02
= =
5 & 1le-02
1e-03
*—* Méthode 1 »—* Méthode
6—o Méthode 2 e—o Méthode 2
le-04 1e-03
le-02 le-01 le-02 le-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

FIGURE C.2 — Norme L? de Ierreur pour la vitesse et la pression comme fonction du pas d’es-
pace pour les deux discrétisations de la viscosité de Smagorinsky : la méthode 1 correspond a
Iéquation (C.3), la méthode 2 a I’équation (C.4).

Comparaison de approche éléments finis avec le schéma MAC pour les deux modéles
Sur les figures C.3 et C.4, ’'RT’ et 'MAC’ représentent la discrétisation choisie, ¢’est-a-dire respective-
ment 1’élément fini de Rannacher—Turek ou le schéma MAC (volumes finis). Les deux discrétisations
semblent conduire au méme ordre de convergence en espace, c’est-a-dire 2 pour la vitesse et 1 pour
la pression, pour le modele de Smagorinsky. La discrétisation Rannacher-Turek est plus précise
que le schéma MAC mais, & maillage donné, le nombre de degrés de liberté pour la vitesse pour
la discrétisation Rannacher-Turek est deux fois plus grand (pour d = 2) que pour I’approximation
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C.4. CONCLUSION

par le schéma MAC (le nombre de degrés de liberté pour la pression est exactement le méme dans
les deux cas). Pour le modele W.A.L.E., les résultats paraissent semblables, avec une convergence
plus irréguliére pour la vitesse.

le-01, 1le-01,
1le-02
= =
z £ eor
1e-03 ‘Q
o—o RT, Smagorinsky *—= RT,Smagorinsky
»—* MAC, Smagorinsk o—eo MAC,Smagorinsk
le-04' le-03
le-02 le-01 le-02 le-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

FIGURE C.3 — Norme L? de 'erreur pour la vitesse et la pression comme fonction du pas d’espace
pour le modéle de Smagorinsky.

le-0L le-0%

1e-02 1e-02

1e-03 ‘g 1e-03

-yl
s3]

—* MAC,W.A.LE. *—* MAC,W.A.L.E.
o0—o RT,W.A.LE. o0—o RT,W.A.LE.
le-04 le-04
le-02 le-01 le-02 le-01
h h
(a) Vitesse. (b) Pression.

F1GURE C.4 — Norme L? de Derreur pour la vitesse et la pression comme fonctions du pas d’espace
pour le modéele W.A.L.E.

C.4 Conclusion

En conclusion, concernant le probléme de Stokes les discrétisations spatiales retenues pour le
modele de Smagorinsky et W.A.L.E. donnent des résultats satisfaisants pour le probléme de Stokes
stationnaire non-linéaire considéré, pour la méthode éléments finis et pour le schéma MAC. L’exten-
sion du schéma aux équations de Navier-Stokes complétes avec le modéle sous-maille W.A.L.E. [4, 9]
pour une discrétisation du terme convectif préservant 1’énergie cinétique) et montre que les deux
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ANNEXE C. DISCRETISATION DES MODELES SOUS-MAILLE

méthodes de discrétisation du terme de viscosité turbulente donnent des résultats similaires sur les
profils des moments de vitesse et de viscosité effective.
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Annexe D

Résultats d’analyse fonctionnelle

Lemme D.1 (Lemme de Bramble-Hilbert)

Soient Q un ouvert borné lipschitzien de R%, k € N et & un opérateur linéaire continu de
H*1(Q) dans un espace de Banach E. Si ® s’annule sur Py , alors il existe C' > 0 telle que

Vu € HE(Q),  [9(0)]p < Clulyena).

Lemme D.2 (Inégalité de Poincaré)

Soit Q un ouvert borné, lipschitzien de R?. Il existe une constante C > 0 telle que

lullo < C'[Vullo, Vu € Hy(€).

Théoréme D.3 (Théoréme de Lax-Milgram)

Soient H un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire sur H, L une forme linéaire sur H.
On suppose que

1. a est continue :
Vu,v € H, |a(u,v)| < |allg [u]a l|v]a-

2. a est coercive : il existe a > 0 tel que

VueH, |a(u,u) > a|ullf.

3. L est continue :
Vue H, |[L(u)| <|L[|ulg.

Alors il existe un unique w dans H qui vérifie
Vv e H, a(u,v)= L(v),

et celui-ci vérifie
lullg < 121,
Q@
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ANNEXE D. RESULTATS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Lemme D.4 (Lemme de Necas)

Pour toute fonction p € LE(Q), il ewiste une fonction v € HY(Q)? telle que divv = p. Par
atlleurs, on peut choisir v tel que
[vlly < Clpllo,

ot C' ne dépend que de Q.

Démonstration Voir [35, Corollaire 2.4] et [11, Lemme III.1.17]. [

Lemme D.5 (Lemme de Strang)

Soient w et up, € Wy, solutions respectivement des problémes (V.20) et (V.21). Alors

lan(u — up, wp)|

b

|uw—wuplip < inf [lw—wvulip+ sup
wpEW}, wp, W, \{0} [wn,
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Annexe E

Parameétres physiques et numériques des
simulations présentées

— masse volumique en kg - m™3,

— viscosités laminaire v, turbulente v, et effective v.rf en Pa - s,
— pas de temps At et les bornes de U'intervalle de temps (7p,7") en s,
— pas de maillage h en m,
Par ailleurs, p; et p2 désignent la masse volumique de chacun des deux fluides considérés pour la

loi d’état suivante : .

P=9 1-9°

1 P2

Sauf mention du contraire, la discrétisation spatiale est donnée par I’élément fini de Rannacher-
Turek et les solveurs choisis pour la méthode de projection sont les suivants

¢ Solveur de ’étape de prédiction de vitesse

— Solveur itératif de type GMRES,

— Nombre maximal d’ itérations : 10000,

— Restart : 30,

— Tolérances absolue 1078 et relative 10710,
4 Solveur de correction de pression (probléme de Laplace)

— Solveur itératif de type Gradient conjugué,

— Nombre maximal d’ itérations : 10000,

— Tolérances absolue 1076 et relative 10710,

CHAPITRE I Méthode de projection
4 Probléme de Stokes avec des conditions au bord de type Dirichlet, Figures 1.2 (page 63), 1.3
(page 63) et 1.4 (page 64) :

Paramétres physiques

[ Q Re
1| 1| cercle unité | 1

Géométrie
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ANNEXE E. PARAMETRES PHYSIQUES ET NUMERIQUES DES SIMULATIONS PRESENTEES

Nombre de cellules
30 x 30, 60 x 60, 120 x 120

Type de maillage

2D, structuré (triangles)

Discrétisation temporelle

At Schéma en temps | Intervalle de temps
1071 — 1074 BDF2 (0;1)
Initialisation
Vitesse | Pression
(0,0) 0

Parameétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction
Solveur direct

¢ Comparaison des approximations par les éléments finis de Rannacher-Turek et Taylor-Hood,
Figure 1.5, page 65 :

Paramétres physiques

[0;1]?

Géomeétrie

Type de maillage

Nombre de cellules

2D, structuré

40 x 10

Discrétisation temporelle

At | Schéma en temps | Intervalle de temps
1 BDF2 (0;5000)
Initialisation
Vitesse | Pression
(0,0) 0

Parameétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction
Solveur direct

4 Probleme de Stokes avec des conditions au bord ouvertes, Figures 1.6 (page 66), 1.7 (page 66), 1.8
(page 67) et 1.9 (page 68) :

Parameétres physiques
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1|1]]0;1)?

Géomeétrie

Type de maillage Nombre de cellules

2D, structuré 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80

Discrétisation temporelle

At Schéma en temps | Intervalle de temps
107t — 1074 BDF2 (0;1)
Initialisation
Vitesse Pression

ue:vact(t — 0) pe:cact(t — 0)

Paramétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction

Solveur direct
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ANNEXE E. PARAMETRES PHYSIQUES ET NUMERIQUES DES SIMULATIONS PRESENTEES

CHAPITRE 1I Discrétisation en temps de Crank-Nicolson
4 Décroissance de la vorticité dans un canal plan laminaire 2D, Figures 11.3 (page 84), 11.4
(page 85), IL5 (page 86), I1.6 (page 86) et I1.7 (page 87) :

Paramétres physiques

Lo p Q p1 | p2| Re
10741 [-22] x[-1;1] | 5 | 1 | 10000

Géomeétrie

Type de maillage | Nombre de cellules

2D, structuré 500 x 250
Discrétisation temporelle
At Schéma en temps Intervalle de temps
10! ou 5 x 1073 | Euler ou Crank-Nicolson (0;2)

Initialisation

Vitesse | Pression | Masse volumique | Fonction de courant
uexact 0 1 0

Fraction massique :1 (mizt; + mixts) si mizt;(x,y) = 1 + cos(nr) pour r; > 1.

Parameétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction

Solveur direct

¢ Ecoulement laminaire 2D derriére un cylindre, Figures I1.3 (page 89), IL.4 (page 90), I1.11
(page 91) et I1.5 (page 91) :

Paramétres physiques

I P Q Re
1073 [ 1| [0;2.2] x [0;0.41] | 100

Géomeétrie

Type de maillage | Nombre de cellules
2D, quadrangle 4033 — 106101

Discrétisation temporelle

At Schéma en temps Intervalle de temps
1073 — 2 x 10~* | Euler ou Crank-Nicolson (0;5)
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Initialisation

Vitesse

Pression

(0,0)

0

Conditions au bord

Dirichlet homogéne
Haut et bas

Dirichlet non-homogeéne Outlet
4 x 1.5/0.41y(0.41 — y) a 'entrée (gauche) | sortie (droite)

¢ Couche de mélange turbulente 3D, Figures I1.13 (page 94), I1.14 (page 95), I1.15 (page 95) :

Parameétres physiques

Q
[—0.02;0.02]? x [—0.01;1.19]

H
1073

1000 10000

Géomeétrie

Nombre de cellules
90 x 90 x 270

Type de maillage
3D, structuré

Discrétisation temporelle

At
1072 51073

Schéma en temps
Euler ou Crank-Nicolson

Intervalle de temps
(0,20)

Initialisation

Forcage

Vitesse | Pression | Masse volumique
(0,0,0) | _10° u
Modélisation sous-maille
Modéle Constante
Smagorinsky | Cg = 0.12
Force Adaptative
(0,—9.81,0) Non
Meéthode des vortex
Nb d’échelles échelle turbulente Uy u
1000 max(5 x 102,40 x 1072/90) | ( 0.0 0.45 0.0) | (0.0, =, 0.0)

ol w est une interpolation de la vitesse calculée a partir de données expérimentales.
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CHAPITRE 111, Discrétisation spatiale : contexte et motivations
¢ Canal plan, Figure IIL.5 (page 105).

Paramétres physiques

i P Q Rer
1072 [ 100 | [0;27 L] x [0; 7 Lo] x [0;2Lo](Lo = 0.5) | 601

Géomeétrie

Type de maillage | Nombre de cellules a
3D, structuré 40 x 48 x 88 0.98605

Discrétisation temporelle

At | Schéma en temps | Intervalle de temps
1072 BDF2 [0; 100]

Modélisation sous-maille

Modéle Constante
W.ALE. | Cw=0.5

Forcage
Q"7 | Valeur initiale | Adaptative
4318.5 | (1.38393, 0, 0) oui
Initialisation
Vitesse Pression Viscosité
Recyclage vitesse pour Re; = 3600 | Recyclage pression pour Re, = 3600 1

4 Probléme d’Oseen bidimensionnel stationnaire, Figures II1.9 (page 110) et II1.9 (page 110).

Parameétres physiques

1073 [ 1] [0;1]% | 1000

Géométrie

Type de maillage Nombre de cellules
2D, structuré 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80

Discrétisation temporelle

At | Schéma en temps €
1072 BDF2 1075

Initialisation
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Vitesse | Pression | Viscosité
uexact exact

p H

Paramétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction
Solveur direct

4 Probléme du tourbillon isolé, Figure II1.12 (page 117).

Paramétres physiques

1] [0;1]?

Géométrie

Type de maillage Nombre de cellules

2D, structuré 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80

Discrétisation temporelle

At | Schéma en temps | €
102 BDF?2 0.3

Initialisation

Vitesse | Pression | Viscosité
exact exact

u p p

Parameétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction

Solveur direct

¢ Couche de mélange & Re = 10000, Figure I11.14 (page 119) :

Parameétres physiques

W p Q Re
3.57 x 1076 [ 1 | [0;1]? | 10000

Géométrie

Type de maillage | Nombre de cellules
2D, structuré 320 x 320

Discrétisation temporelle
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At Schéma en temps | Intervalle de temps
0.0109 BDF2 (0,20000)
Initialisation
Vitesse Pression | Masse volumique
tanh((2y — 1)/00) + ( Oy > 0 w
_arw

Description de l'interface

Epaisseur Fonction représentant l'interface
o9 =1/28 | ¥(x,y) = 0.001 exp(—(y — 0.5)%)/0§)(cos(8mx) + cos(207x))
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CHAPITRE 1V Controle des vitesses tangentes aux faces pour I’élément fini de Rannacher-
Turek
¢ Probléme d’Oseen bidimensionnel stationnaire, Figures IV.7 (page 135), IV.8 (page 135)
et IV.9 (page 136) :

Paramétres physiques

1073 | 1 [ [0;1]% | 10000

Géométrie

Type de maillage Nombre de cellules
2D, quadrangle (coefficient de perturbation 0.1 et 0.3 | 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40 et 80 x 80

Discrétisation temporelle

At | Schéma en temps €
10—2 BDF2 1075

Initialisation

Vitesse | Pression | Masse volumique
exact exact

u p [

Parameétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction
Solveur direct

¢ Couche de mélange & Re = 10000, Figures IV.10 (page 137), IV.11 (page 138) et IV.12
(page 139) :

Paramétres physiques

0 pl Q Re
357 x 100 | 1 | [0;1]2 | 10000

Géométrie

Type de maillage | Nombre de cellules

2D, structuré 320 x 320
Discrétisation temporelle
At Schéma en temps | Intervalle de temps
0.0109 BDF2 (0,20000)

Initialisation
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ANNEXE E. PARAMETRES PHYSIQUES ET NUMERIQUES DES SIMULATIONS PRESENTEES

Vitesse Pression | Masse volumique
0
tanh((2y — 1)/00) + ( v ) 0 i
—3a;¢
Description de l'interface
Epaisseur Fonction représentant l’'interface

o9 = 1/28 | ¥(x,y) = 0.001 exp(—(y — 0.5)%)/03)(cos(87x) + cos(207x))

4 Solution manufacturée d’'un probléme d’Oseen tridimensionnel stationnaire, Figure IV.13
(page 141) :

Paramétres physiques

1073 [ 1] [0;1]% | 1000

Géomeétrie

Type de maillage Nombre de cellules
3D, structuré 10 x 10 x 10, 20 x 20 x 20 et 40 x 40 x 40

Discrétisation temporelle

At | Schéma en temps €
1073 BDF2 1077

Initialisation

Vitesse | Pression | Masse volumique
exact exact

u P It

Paramétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction

BICGSTAB
¢ Canal plan a Re; = 590, Figures IV.14 (page 142), IV.16 (page 143) et IV.15 (page 142) :

Parameétres physiques

Hi P a Rer
102 | 100 | [—m Lo;m Lo} X [=% Lo; 5 Lo] x [0;2 Lo] (Lo = 0.5) | 590

Géométrie

Type de maillage | Nombre de cellules a
3D, structuré 32 x 32 x 65 0.98605
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Discrétisation temporelle

At

Schéma en temps | Intervalle de temps

1072

BDF2 (0;100)

Modélisation sous-maille

Modéle Constante

W.ALE. | Cyw =05

Forcage
Q"¢ | Valeur initiale | Adaptative
4318.5 | (1.38393, 0, 0) ouli
Initialisation
Vitesse Pression Viscosité
Recyclage vitesse pour Re; = 3600 | Recyclage pression pour Rer = 3600 )

Parameétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction
BICGSTAB
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CHAPITRE V Enrichissement de la pression pour I’élément fini de Rannacher-Turek
4 Probléme de Stokes stationnaire, Figures V.10 (page 156), V.12 (page 157), V.13 (page 158), V.14
(page 159), V.15 (page 159), V.9 (page 155), V.17 (page 160), V.18 (page 161) et V.20
(page 162) :
Paramétres physiques

103oul|1l]|[-1;1]?

Géométrie

Type de maillage

2D, rectangle et quadrangle (coeffs de perturbation 0.1 et 0.3)

Nombre de cellules
10 x 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80

Discrétisation temporelle

Erreur max

Schéma en temps

Nb max d’itérations

Paramétre d’augmentation

Lagrangien augmenté 200 107° o0u
At | Intervalle de temps
107 (0; 109)
Initialisation
Vitesse | Pression | Viscosité
ue:cact pezact M

¢ Probléme d’Oseen stationnaire, Figures V.21 (page 163) et V.23 (page 164) :

Parameétres physiques

Géométrie

103 ou 1

Type de maillage

Nombre de cellules

2D, quadrangle (coefficients de perturbation 0.3)

10 x 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80

Discrétisation temporelle

Schéma en temps

Nb max d’itérations

erreur max

paramétre d’augmentation

Lagrangien augmenté

200

10~°

50u

Initialisation

At

Intervalle de temps

107

(0;10%)
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Vitesse | Pression | Viscosité
exact exact
p 1%

u

¢ Probléme du tourbillon isolé, Figure V.25 (page 166) :
Paramétres physiques

plp| 9
0] 1]]10;1]?
Géométrie
Type de maillage Nombre de cellules

2D, structuré 10 x 10, 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80

Discrétisation temporelle

At | Schéma en temps | €
1072 BDF2 0.3

Initialisation

Vitesse | Pression
exact exact
p

u

Parameétres de calcul relatifs aux solveurs

Solveur prédiction
Solveur direct

¢ Couche de mélange & Re = 10000, Figures V.30 (page 170), V.31 (page 171), V.33 (page 173) :

Paramétres physiques

W p Q Re
3.57 x 1076 [ 1 | [0;1]? | 10000
Géométrie
Type de maillage Nombre de cellules
2D, quadrangle (coefficients de perturbation 0.2) 320 x 320

Discrétisation temporelle

At Schéma en temps | Intervalle de temps
0.010¢ | Euler (ordre 1) (0,20000)

Initialisation
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Vitesse Pression | Masse volumique
tanh((2y — 1)/00) + ( Oyv > 0 w
_arw
Description de l'interface
Epaisseur Fonction représentant l'interface

o9 =1/28 | ¥(x,y) = 0.001 exp(—(y — 0.5)%)/0§)(cos(8mx) + cos(207x))
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Annexe F

Quelques remarques concernant
I’'implémentation

Dans ce chapitre, sont rassemblés les développements informatiques réalisés, en collaboration
avec Céline Lapuerta et Fabrice Babik, dans le logiciel libre ISIS [54] construit & partir de la
plateforme de de développement PELICANS [79]. Développé a 'IRSN pour le calcul d’écoulements
turbulents réactifs a faible nombre de Mach (et par extension aux incendies), ISIS est entiérement
parallélisé.

F.1 Discrétisation en temps de Crank-Nicolson, Chapitre 11

Dans cette section, nous donnons des éléments pour implémenter le schéma de Crank-Nicolson-
like, en particulier comment, par un changement de variables, nous nous ramenons a une implé-
mentation identique & celle du schéma d’Euler.

Commencons par fixer quelques notations. Considérons la matrice de masse (en vitesse) lumpée
notée M, la matrice de rigidité (en vitesse) A et la matrice de divergence discréte B obtenues par
discrétisation du schéma RT (Euler) par 1’élément de Rannacher-Turek. Soit de plus 7™ la matrice
diagonale (pour la masse volumique) de coefficients diagonaux p".

Supposons que la formulation algébrique du schéma de projection basé sur une discrétisation d’Euler
rétrograde en temps s’écrive comme suit : supposant connus 7"~ U™ et P",

1 — ~ N ~ N
~MT"T ety A" 4 BTP = P

1 — ~
M n+l
LMW U

n+l) +BT¢n+l —_ 0,

BU =Gt

Avec ces notations, le schéma en temps de Crank-Nicolson s’écrit :

Premiére étape : Etape de “prédiction de vitesse“ pour le schéma de Crank-Nicolson implémenté

~ n+1
1~ oty on
M -y = AP BT P
Posons : o
~n
-7
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on cherche donc U™ tel que :

" 27""’1 _Um™ —rrlgn
et Um) U

= — AT~ BTpn 4 il

soit encore : .
oy — (rn 4 Yr-hun
M
At
Ainsi, la premiére étape du schéma consiste & résoudre I’équation de prédiction de vitesse associée

— AU — BTpn 4 prtl,

au schéma d’Euler avec p" = 2 p" et p"~ ol = =p"+p" L.

Deuxiéme étape : Changement de variables
+1

On repasse en variable U"

o =gt

Troisieme étape : Projection et correction de vitesse

On résout le probléme de Darcy d’inconnues (U™, ¢ +1)

M(UnJrl _ ﬁn'H)

BT =
A7 +B7¢ 0,

BU™ =G
Pn+1 2¢n+1 —|—Pn

a1 PR pr

La définition de lincrément de pression ¢ = —¢™ " provient du fait que Ion

cherche a retrouver une équation de conservation de la quantité de mouvement lorsqu’on somme la
premiére et la deuxiéme équation du schéma.

AT . N N . . N Y —-n+1
Par élimination de U™, on se raméne a la résolution de sous-problémes indépendants en ¢,

~ n41
et U -

1. Résolution d’un probléme de Laplace pour 'incrément de pression

—n—+1

BM BT —BU
¢ At
prtt = 95" 4 pr,
2. Correction de vitesse . )
~Muntt = _pTet L ottt
At o A

F.2 Controle des vitesses tangentes, Chapitre IV

La classe d’ISIS responsable de I’ajout d’un terme de stabilisation & 1’équation de prédic-
tion de vitesse est la classe IS NonconformingFEstabilization. Il s’agit d’une classe dans laque-
lle sont assemblées localement, aréte par aréte si d = 2 (ou face par face si d = 3), les ma-
trices ajoutées a cette équation discrétisée par 1'un des éléments finis non conformes Crouzeix-
Raviart ou Rannacher-Turek. Cette matrice est ensuite assemblée dans son ensemble dans la classe
IS NavierStokesLowMach, une seule fois (stabilisation constante dans ISIS) au début de la réso-
lution numérique.

Etant donnée une face o, 'algorithme d’assemblage local est le suivant :
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F.2. CONTROLE DES VITESSES TANGENTES, CHAPITRE IV

— Etape 1 (méthodes side_geometry et bound _geometry) : détermination de I’ensemble {G €
Z(o)} des faces ayant un sommet commun avec la face o et de la géométrie qui leur est
associée :

(i)
(i)
(i)
(iv)

indice global des degrés de liberté de vitesse associés aux faces o € Z(0),
coordonnées du centre des faces o € Z(0),
composantes des vecteurs normaux aux faces o € Z(0),

produit scalaires n, - ng et T, - ng pour les faces o € Z(o).

— Etape 2 : calcul des coefficients de ’équation de contrainte écrite en coordonnées cartésiennes.

(i)
(i)

Calcul des coefficients 8, et aZ par la méthode décrite dans la section IV.3 (méthode
compute_stabilization _coefficients).

Passage aux inconnues de vitesse cartésiennes et non plus aux inconnues normales et
tangentes aux faces (les inconnues de vitesse d’ISIS sont données par les composantes
du vecteur vitesse dans la base canonique).

a- Notons que dans ISIS, les classes rattachées & une aréte intérieure ou extérieure
mettent seulement & disposition le vecteur normal & la face considérée. Le vecteur tangent

& une face donnée s’obtient donc par rotation du vecteur normal & celle-ci d’un angle de
™

5.

b- Une fois déterminées les composantes des vecteurs normaux et tangents aux faces
dans la base canonique, nous sommes capables de traduire la contrainte imposée aux
vitesses tangentes en fonction des degrés de liberté d’ISIS. Pour cela, utilisons la formule

suivante

Ug * Ng = Ug,x Nz + Ug,y Mo y-

Sur une face intérieure :
Le terme
(oa
Vo € &ty o To — Bo U Ng — § O Uz - N5,
FET(0)

s’écrit aussi

Uo (Tow = Bo Mog) + oy (Toy = BoNoy) — > (aG M54tz .+ adng yus,). (F.1)
G€Z(0)

Sur une face extérieure (conditions au bord de glissement) :
Dans le cas de conditions au bord de glissement parfait (u-n =0 et 7(u)T-n =0 sur
I'n), la contrainte s’écrit :

Yo € gextﬂgN, Uy Tog = Boua ‘Mg + Z O‘guﬁ ‘- Ng, (FQ)
€Z(0)NEint

ou la somme ne porte que sur les faces “intérieures”, c’est-a-dire un ensemble de cardinal
deux si d = 2 ou quatre si d = 3. Pour ne pas avoir & résoudre un autre systéme
linéaire dans le but de calculer les coefficients 3, et aZ, nous leur donnons les valeurs

. ) . . AP o
conjecturées pour des maillages particuliers rectangles : 8, = 0 et aZ = 0.5.

Par les relations (F.1) et (F.2), on identifie des coefficients notés CT associés a I'inconnue
de vitesse u,; d’indice global I.
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— Etape 3 : assemblage de la matrice locale T' (méthodes assemble _u_ T edge stabilization
et assemble _u_T bound stabilization).
Pour chaque face o, nous assemblons une matrice de stabilisation 7" associée a la contrainte
imposée, i.e.

ar(@ ) = Y Ag (@) Ag (),

o’'eE\Ep
_ ﬁnJrl o 5 an+1 Z OéU an+1 n- (T ) /3 n )
- o o o Wy o Yo Uz o1t~ Mo lblop
c€eZ(o)
~n+1 ~n+l ! ~n+1 !
+ g u, — B Ny — g aZ uy' -ng (—ag ng,i) ,
{o’;0€1(a”)} oeZ(a’)

Cette matrice est dite locale dans le sens ou elle ne porte que sur les inconnues de I’ensemble
Z(o) et sur o elleeméme. Autrement dit, si o appartient & une cellule dont aucun bord n’est
un bound, 7' € M5(R) sid =2et T € Mg(R) si d = 3. Sinon, T' € M3(R) si d = 2 et
T € Mg(R) si d = 3. Dans tous les cas, elle a pour coefficients (réels) :

VI,J € N, T[,J:hg._QC[CJ.

F.3 Enrichissement de la pression, Chapitre V

Dans ce paragraphe, nous détaillons quelques points essentiels de 'implémentation de ce nou-
veau schéma dans ISIS. D’abord, le pavage pression, tout comme le maillage diamant pour la
vitesse, n’est pas construit explicitement. Ensuite, les classes suivantes permettent de modifier les
opérateurs discrets du schéma classique :

— dans IS NavierStokesTools PE sont implémentés aréte par aréte les coefficients généraux
des opérateurs discrets, a savoir : la divergence de vitesse, le gradient de pression et l'opéra-
teur elliptique de pression discrets. Ainsi, étant donnée une aréte o, il est important de
déterminer les cellules du pavage de pression L* pour lesquelles ¢ apporte une contribution
a ces opérateurs. Par ailleurs, une fois L* déterminée, 'expression de I'opérateur en ques-
tion (Equations (V.5), (V.7) et (V.10)) fait intervenir essentiellement des termes de la forme
les|ne, . Ces deux points sont calculés dans la classe IS PressureMeshing PE.

— dans IS PressureMeshing PE sont implémentées les fonctions relatives aux objets géomé-
triques (noeuds de pression, normales, distances par exemple) nécessaires a 'écriture des
opérateurs. En particulier, la méthode build pressure sides donne accés aux informations
suivantes, étant donnée une aréte o

(i) les indices nceuds de pression qui entourent cette aréte : deux noeuds vertex-centered cor-
respondant aux sommets du polyédre associé & o et deux (un pour une aréte intérieure)
nceud(s) correspondant au(x) centre(s) des cellules adjacentes a o.

(ii) la mesure |e,|, i.e. la distance entre les centres pt; et pta des arétes qui partagent un
sommet commun avec o.

(iii) la normale n., sortante de la cellule du pavage pression. En pratique, ce vecteur est
construit de la facon suivante : une fois pt; et pto déterminés, il est facile de déduire un
vecteur orthogonal a pty pta, noté pty pta-. Pour que pti pta® soit sortant de la cellule
du pavage pression considérée, il suffit de tester le produit scalaire de pt; pta™ avec le
vecteur d’extrémités suivantes : pt; et le centre de la cellule du pavage pression, pt.
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F.3. ENRICHISSEMENT DE LA PRESSION, CHAPITRE V

— deux classes de post-traitement du champ de pression enrichi, & savoir la classe IS Pressure-
Parameter PE qui donne accés au champ de pression post-traité p et la classe IS Pressure-
ComparatorWithAnalytic PE renvoyant la norme de ’erreur en pression du champ post-
traité. Pour ces deux classes, étant donné que le champ de pression est supposé constant pas
cellule du pavage pression, il suffit d’avoir accés au volume des cellules cell-centered et de
chacun des quart de cellules vertex-centered (i.e. pt; A pt).
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Schémas numériques pour la Simulation des Grandes Echelles

Résumé : Dans les simulations effectuées pour les études de stireté nucléaire, les écoulements & décrire
sont la plupart du temps turbulents. Dans ce contexte, I'objectif de ce travail est de développer et
d’analyser des schémas numériques performants pour la LES dans des domaines de géométrie complexe
(maillages non structurés) pour des écoulements incompressibles ou a faible nombre de Mach. Deux
arguments semblent essentiels & la construction de tels schémas, a savoir de controler I’énergie cinétique
et d’étre précis pour des écoulements a convection dominante.

Les schémas étudiés sont des méthodes a pas fractionnaires basées sur une technique de correction de
pression appliquée aux équations de Navier-Stokes. La discrétisation spatiale repose sur des éléments
finis mixtes non conformes de bas degré (Rannacher-Turek).

Concernant la discrétisation en temps, nous proposons un schéma de type Crank-Nicolson et nous
montrons qu’il satisfait un contréle de I’énergie cinétique. Ce schéma présente de plus 'avantage d’étre
peu dissipatif numériquement (résidu d’ordre deux en temps).

Concernant la discrétisation en espace par ’élément fini de Rannacher-Turek, elle semble peu précise
pour la simulation d’écoulements a convection dominante (mise en évidence sur différents cas-tests),
notamment par rapport au schéma MAC. Pour cette raison, deux approches sont envisagées dans ce
manuscrit. La premiére approche consiste & construire un schéma pénalisé contraignant les degrés de
liberté tangents aux faces a s’écrire comme combinaison linéaire des degrés de liberté normaux de sorte
que, en faisant tendre le paramétre de pénalisation vers I'infini, le schéma limite est de type MAC. La
deuxiéme approche repose quant & elle sur I’enrichissement de ’espace discret d’approximation pour
la pression. Pour la discrétisation du probléme de Stokes par ce nouvel élément, des estimations en
espace d’ordre un pour la vitesse (norme H') et pour la pression (norme L?) sont démontrées dans le
cas de maillages uniformes constitués de rectangles ou de parallélogrammes.

Enfin, différents tests numériques sont présentés en dimensions deux et trois et pour des maillages
généraux, afin d’illustrer les capacités des schémas étudiés et de confronter les résultats théoriques et
expérimentaux.

Mots-clés : Eléments finis de bas degré, maillage non structuré, méthode de correction de pression,
Simulation des Grandes Echelles, écoulements & convection dominante.

Abstract : For the simulations performed for nuclear safety, the flows to describe are most of the time
turbulent. In this context, the aim of this work is to develop and analyse effective numerical schemes
for LES in complex geometry domains (unstructured grids) for incompressible or low Mach number
flows. Two requirements seem essential to build such schemes, namely to control kinetic energy and
to be accurate for convection dominated flows.

The schemes under study are of fractional-step type, relying on a pressure correction method applied
to the Navier-Stokes equations. The discretization is based on a low degree nonconforming finite
element approximation in space (Rannacher-Turek).

Concerning the time marching algorithm, we propose a Crank-Nicolson like scheme for which we prove
a kinetic energy control. This scheme has the advantage to be numerically low dissipative (numerical
dissipation residual is second order in time). Concerning the Rannacher-Turek space discretization, it
seems not very accurate for the simulation of convection dominated flows, particularly with respect to
the MAC scheme. To this purpose, two approaches are investigated in this work. The first approach
consists in building a penalized scheme constraining the velocity degrees of freedom tangent to the
faces to be written as a linear combination of some normal ones, thus giving a MAC-like scheme by
making the penalization parameter to infinity. The second approach relies on the enrichment of the
pressure approximation discrete space. For the discretization of the steady Stokes problem with this
element, first order estimates in space for the velocity (H! norm) and for the pressure (L2 norm) are
proven in the case of uniform meshes constituted of rectangles or parallelograms.

Finally, various numerical tests are presented in both two and three dimensions and for general meshes,
to illustrate the capacity of the schemes and compare theoretical and experimental results.

Keywords : Low degree finite elements, unstructured meshes, pressure correction scheme, Large
Eddy Simulation, convection dominated flows.
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